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「極限｣の概念－それは｢解析学』の基礎である

「基礎解析」では，ある数列について，そのならび方の規則性を調べるこ

とにより〃を有限な数としてその第〃項の形を求めたり，第〃項までの和

を求めたりすることを学んだが，ここでは「無限数列」あるいは「無限級数

の和」について考えることにする．

「無限数列」というのは項がどこまでも限りなく続く数列のことで，「無

限級数」というのは「それらをすべて加えたもの」というほどの意味である

が，われわれの最大の関心はこのような数列なり，級数なりが「あとの方に

なるにつれてどのように変化していくのか｣，そして「最終的にはどのよう

になっていくのか」－これを「極限」という－にある．その理由は，も

しそれらが「収束する（ある一定な値に限りなく近づいていく）」ことが保

証されれば，われわれとしては「その結果を積極的に利用することができ

る」からである．

それでは，そうした「極限」を調べるにはどうすればよいか－もちろん

全部の項をかきならべてみることなどできはしない．われわれの考えられる

方法としては「その－部（有限個）のならび方の規則性をしっかりとにらむ

ことにより，全体を把握してしまう」方法を工夫する以外にはない．

それが「まず有限な正整数〃に対して，数列の一般項α"あるいは第〃

部分和（第〃項までの総和）Ｓ"を項数〃の関数として表し（有限である部

分に着目する)，その上で〃を限りなく大きくする（"→CO)」方法であり，

あるいは「はさみうち」や「単調・有界」（あとで説明する）の考え方であ

る．

いずれにせよ，これらの方法をうまく利用することにより，そのままでは

目に見ることのできない「極限の状況」をある程度はナットクできる形でと

らえることができる．

そしてこの「極限」の考え方は，「関数の極限（関数の値のとる極限)」の

考え方にまで発展し，「微分法」や「積分法」をつらぬく最も重要で基礎的

な概念になるわけで，このような意味でもこの章はあとに続く第２章，第３

章を学ぶ上での「第一歩」ということができる．
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まず，「無限数列」の「極限」－「収束」と「発散」－について説明し｢極

限値（数列が収束するときの値)」を扱う上で重要な諸定理とその用い方につい

て研究する．

また「無限級数」の「極限」については，その「第〃項までの部分和Ｓ〃（〃

は有限)」がつくる数列｛S"｝の「収束」と「発散」の問題に帰着させて考える．

そのあたりの考え方，扱い方の基本をくわしく解説する．

画無限数列

（１）収束・発散

有限個の項からなる数列を「有限数列」という．この一般項や，初項から

第〃項までの和を求めることは「基礎解析」ですでに学んだ．これに対し

て項が限りなく続く数列を「無限数列」という．以下，単に「数列」という

ときは，この「無限数列」のことをさすものとする．

第〃項がα"であるような数列を｛α"｝で表す．〃が限りなく大きくなっ

ていくにつれて，この数列｛α"｝はどんなふるまいをするか．

それには，次の２つの場合がある．

(i）一定の値αに限りなく近づくとき

このとき，数列｛α"｝は「αに収束する」といい，αを｛α"｝の「極限値」

という．そして，このことを

ｌｉｍα〃＝α………･…･………･･･………･………．．…………･･･…．①
刀→ＣＯ

と書く、たとえば

①



４

煙('+会)=Ｌ煙上釜x'=０
である．①の「oo」という記号は「無限大」と読み，「"→ｏｏ」は〃が限り

なく大きくなっていく「状況」を表す．また①のことを

〃→ＣＯのとき，α"→α

などと書くときもある．

上の例でもわかるがこのときのαは，あくまでも｛α"｝が近づいていく

｢目標」であって，必ずしもα"がαになるという意味ではない．もちろん

｛α"}：ａ１１ａ２１ａ３１．…｡.α１，，α，α，α，……

のように，ある値虎をこえたすべての〃に対してα"＝ａ（〃＞冷）であると

きもｌｉｍα"＝αである．

(ii）（i)以外のとき

数列が収束しないとき，その数列は「発散する｣，あるいは「極限値をも

たない」という．

「発散」には，次に示すように，いくつかのタイプがある．

（ｱ）〃を限りなく大きくするとき，α”も限りなく大きくなる（正の無限

大に発散する）ならば

ｌｉｍａ河＝○○（たとえばｌｉｍ〃2＝CO）

と書く．

（ｲ）〃を限りなく大きくするとき，α"の値が負で，しかもその絶対値が

限りなく大きくなる（負の無限大に発散する）ならば

ｌｉｍα"＝一○ｏ（たとえばｌｉｍ－､/~万＝－oo）

と書く．

ここに，「一CO」は「負の無限大」を表す記号で，これに対して「｡｡」の

ことを｢＋CO」と書いたりすることもある．

（ｳ）（i)でなく，しかも上に述べた(ｱ)，（ｲ)以外の場合，たとえば

”州卦|:鰯重判
を考えてみると，〃が偶数の値をとりながら限りなく大きくなるときは’に

近づき，奇数の値をとりながら限りなく大きくなるときは－１に近づく．

このような場合，この数列は「振動する」という．

以上のハナシをまとめると次のようになる．
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龍司

．.｣堰に罰 凪"＝ＣＯ……②

篭音、（イ）富の無限大に馨翫 ＣＯ…③

の11mの場琶

｢扉~詞】｢振動する｣ということが少しわかりにくい.たとえば
１，１，１，２，２，２，１，１，１，２，２，２，.…．．…

３，１，４，１，５，９，２，６，５，３………（汀の各桁）

なども「振動する」という－とにかく，（i)と(ii)の(ｱ１，（ｲ)以外のときを「振

動する」というわけである．

また，上の①，②，③は，みな同じ「limα"＝」であるので混同しやす

いがタ「CO」や「－CO」は特定の数値ではない．したがって

「正の無限大に収束する｣，「負の無限大に収束する」

などとはいえない－ナンセンスである．

らしんばん

令なお①のlima風=αは,liml｡"_α|=0と同じと考えてよい
－よく用いられる表現である．

（２）極限値に関する定理

数列の極限値を扱うときの基礎となる定理を次にあげておく．

駅夕１１細限Iこ・・

の数列｛α"}．｛６刀｝がｊＤｌ α”＝α，ｌｉｍｂ"＝６

グＭ１Ｉへザ“

1ｺＩ

皿”ｂ”＝α６

b”８
b"キ０．８



６

｢i韓~毒可これらの定理のｷﾁﾝとした証明は高校数学の範囲をこえるの
でここではふれないが，いずれも「直観的には」スナオにナットクできるも

のばかりである．

らしんばん

命これらの定理が成立するのは'数列{α"}，{6卿}が｢収束する｣ときのﾊﾅｼ
で，「収束しないときには使えない11」ことには注意しておかなければならない

－たとえば,,im幽=2であって,吾というワケのわからないものをもち出刀→CＯ〃

したりしてはいけない．しかし〃→ＣＯのとき

α〃→α，ｂ"→ｏｏならば（α"＋b")→ｏｏ

ａ"→α（＞0)，ｂ"→Ｏｏならばα"b"→○○

α"→α（＜0)，ｂ"→ＣＯならばα"6,2→－ＣＯ

などは，ほとんど「直観的に」認めるところである．さらに

’α"|→０<＝＞α"→ｏ

あるいは

α"→士｡。ならば－』L→0（力は定数）
α〃

なども，「ほとんど明らか」である．

翁数列{α卿}が定数数列(すべての"に対してα鋼=備)のときはlima卿=吟で〃→ｃｃ

あるから，（l)は(3)の特別な場合であると考えてもよい．

M2陸 ■

'）五［て､､』 放列の祢限を誰

０９

双夕U１ｑ ２ の数タリの櫛 限値

ク "”キ０

、

｢扉~詞'''第"項をα"とおく．



(i）α"＝
"2＋〃－１

2〃2＋１

1＋_Ｌ－－Ｌ
〃〃２
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の分母と分子を〃2で割ると

α刀＝

２＋－１
〃２

この式で賊=0,浬み=0であるから
ｌｉｍα"＝上
〃→｡。２

収束して極限値は妾
（ii）このままの形では考えにくいので，極限が調べやすい形に「同値変

形」して考えるのがポイントになる．それには「有理化」という方法を利用

する．

、/万千~1-,/－万を有理化すると

“←阿皿i-阿駕圭濫

その上で，分母子を､/-万で割ると

‘信痘了い琴南-告
収束して極限値は量

㈱”が偶数のときはsin￥=0,奇数のときはsin響=±1で,極
限値は存在せず，したがって振動する．

，全』、/~万十１１’１－÷→ｰｙ

伽些雨且=烏十易であるから

"→｡｡のときは,ｉｆ等'一0で

煙'｡g塾(等')－．．
負の無限大に発散する

②("+')α蝿=旦去L"α蝿=('+かα〃

Ｚ

[Ｘ］



８

ここで

次に

煙('+妾)=１，煙"α嬢－３(有限確定）
.．、ｌｉｍ("＋1)α"＝３

〃 → 。 ｡

筈”羊,(総砦耐=(１－古)幽器群’
数列｛"α凧｝が３に収束する（lim〃α"＝3）ときはlim("＋1)α"+,＝３で

あるから〃α"キ０に注意して

伽幽=１号=’〃→｡。α〃

らしんばん
､繍隠”鵬繍:撫緬鰯鰯ﾘ鰯W鰯撫鰯鰯､繍聯聯緬緬綱撫撫、

翁(1)(i)－｢分母子を"恩で割る｣ことについて
〃2＋〃－，

………….…………………………..……………（＊）
α"＝２〃2＋，

でこのまま〃→○○としたのでは，分母→ＣＯ，分子→00,となってワケのわから

ないことになってしまう．このことをどうみればよいか．

結論からいうと，（＊）の例では分母子がともに〃の２次式で，〃→｡。とする

とき「"2の大きくなるなり方」が非常に大きく，分母の，，分子の－，，あるい

は〃の’次式である分子の〃などがほとんど無視できる．このようなときは

「分母子を〃2で割る」という「同値変形」を利用することにより，分母子はそれ

ぞれ

分母=2+岸,分子='+上-Ｌ〃〃２

と変形され，それらが「どの程度に小さい値であるか」ということを，よりハッ

キリと「見る」ことができるわけである．

翁(1)(ii)－｢有理化｣について
α"＝,/~万(､/万千~1-,/~両）

のＭ7千~１－､/~万）に注目してみよう．

、/万千~Ｔと、/~万とでは、/万千-１の方が､/-両よりいつもほんの少しだけ大きい

ことはわかるが，この式のままで〃→ＣＯとするとα"→「oo-oo」となり，こ

れもワケのわからないことになってしまう．

ところが「有理化」という「同値変形」を利用すると

１

１/万千T一､/７７＝､/万千T＋､/万一→0（"→｡｡）
と変形され，〃が大きくなるにしたがって、/両干~Ｉと、/-万との差がより小さく

なっていって，ついにはＯに収束していく状況をうまくとらえることができる．
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「１
すなわち，「oo-oo」という，そのままでは「みえない形の式」を，５５千５５

＝全｣という｢みえる形の式｣に｢同値変形した｣わけである．
この先の式変形，すなわち

‘蝿=示筈何
の分母子を、/-両で割る，という操作については，「分母子を〃2で割る」ハナシ

と原理的には同じである．

命(,)(ii),(iv)－｢limlog'(")｣,｢limn,/雨｣などについて
一般に

ｌｉｍ{log'(")}＝log{lim'(")｝

はあとで説明する「関数の連続性」とかかわってくるのだが，われわれ高校数学

の立場としては，これも「直観的に」認めておくことにする．（iv)についていえば

／(")=且馬主上
で，「"→ＣＯのとき／("）一→０であるから，log／(")一一CO」という理解で十

分である－｢lim,/了而=､/1厘雨｣などについても同様である．
これはすでに(ii)で

蝿,/F要=,/W亜F要1=１
として用いた．

う(2)については｢lim"α鯉=3(有限確定)｣をどう利用するかがポｲﾝﾄ１１
後半は

芸'=(緩総'一号='("→｡｡）
とやれば「前半の結果」が利用できて簡単にいく．

不等式と極限に関する定理

数列｛α"}，｛6"}，｛c刀｝について

(1)｛α"}，｛6"｝が収束し，ｌｉｍα"＝α，ｌｉｍｂ"＝βのとき，
〃→。◎ 〃→。。

α"≦ｂ”（７０＝1,2,………）ならばα≦β

(2)｛α"}，｛c"｝が収束し，ｌｉｍα"＝limc"＝αのとき，
〃→。◎〃→ＣＤ

α"≦b"≦c,,（"＝1,2,………）ならば{b"}も収束しlimb"＝α
〃→。◎

である．



１０

｢扉~謡】('１α蝿く6"でもα≦βである(等号のときもある)ことに注
意!！

（２）これは｛6"｝の極限値を求めたいが，それを直接求めることが困難な

場合，極限値がわかっている（あるいは求めやすい）｛α"}，｛c"｝を用いて

6〃をα〃とｃ〃との間にはさむ方法である－これを「はさみうち」という．

らしんばん

翁(1)で,α鰯=6"("='’2,………)ならばα=βはあたりまえであるが｢つね
にα"＜6〃であってもα＜βとは限らない（α＝βのこともおこりうる)」こと

に注意したい．それは「極限値α，βが，あくまでも｛α"}，｛b"｝の近づいてい

く「目標」であってα〃，６"そのものでない」ことに由来する．このタイプの簡

単な例を示しておく．たとえば

α卿=１－妾，６蝿='+上〃

などとするとα〃く6,,であるが,im-L＝Ｏから
〃→｡。〃

ｌｉｍα"＝ｌｉｍ６"＝ｌ

すなわち，｛α"}，｛6"｝の極限値は等しい．

命(2)の定理を利用するときは,{α"}または{c"}の一方が定数数列であること
が多い．たとえばたく6"≦/(")，ｌｉｍ／(")＝ルであれば，この定理で数列{α"｝

をα"＝た（定数)，｛c"}をｃ"＝/("）とすることにより，ｌｉｍ６"＝ルが示される．

命なお,上の定理には入れなかったが，
「α刀≦ｂ”（"＝１，２，．．.……）のときｌｉｍα"＝oｏならばｌｉｍ６"＝CO」

なども，ほとんど明らかである．

'im上sin2芋を求めよ．〃→ＣＯ〃

臓 企

｢蔭~謡~I｢煙α"を求めよ｣ということは｢数列{α蝿}の収束･発散を
調べよ」ということである．

任意の自然数〃に対して

－，<sin竿く，，一受くみsin竿くみ

ここで煙(-妾)=煙去=0であるから



煙妾sin竿=Ｏ
らしんばん

|示詞1藤WW煎禰１mm緬撫諏砺赫両W認､郁丙禰繍i赫蒲雷;罰
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収束して極限値は０

命「はさみうち｣の基本的な例である．

本文では-,<sin竿く,として等号を除いたが,それはSm竿=±，
となるときがあるとすると竿=伽±音
となり辺々を号倍して

４〃＝1加士3＝2(伽±1)士ｌ

この左辺は偶数，右辺は奇数で，実はこの

ことがおこりえないからである．しかし

‐,≦sin等≦，ボーL≦Lsi〃〃

は当然成り立つからこれでやってもよい．

なお絶対値を用いてこの不等式を

0≦|会sin竿|≦会→0("→｡｡）

壱
|、
｜ｑ

Ｉノ
(論:鰐c）

のように表せば，いくらかスッキリと表せる．（.．、ｌｉｍｌα"|＝０今limα"＝０）
〃→。｡ 〃→。、

いずれにしても,限りなく大きくなる分母の"に対してsin竿がいつま
でも「有限な範囲をウロウロしている」のであるから，このハナシは「あたりま

え」のことである．

臓玉

無限数列｛α"}，｛6,m｝について，次の各命題が真であるか偽である

かを答え，偽である場合はそのことを示す具体例（反例）を１つ示せ．

(真である場合，それを証明する必要はない）

(1)｛α"2｝が収束すれば，｛α"｝も収束する．

(2)｛α"｝が収束し，｛6"｝が発散し，すべての自然数〃に対して

α"ｷ0ならば柵は発散すふ
(3)｛α"｝が発散し，｛|α"－６"|｝がＯに収束すれば，｛6,m｝も発散する．

(4)｛α"}，｛6"｝がともに正の無限大に発散するとき，｛α"－６"｝は０

に収束する．

(5)｛α"}，｛6"｝のいずれか一方が発散すれば，｛α"6"｝も発散する．



１２

｢扉一言i~l(1)偽,(反例)α"=(-')”
α"2＝((－１)'@)2＝１で，｛α"2｝は１に収束するが，｛α"}は振動する．

(2)真一一収束すると仮定すると６"＝-42L､α”も収束するので矛盾．
α〃

(3)真一6"=α"-(α"－６"）と変形.|α"－６"|→０－(α"－６")→Ｏよ

りα〃と６"は〃→ＣＯで同じふるまいをする．。

(4)偽，（反例）α"＝2"→CＯ（"→CO)，６，m＝"→CＯ（"→CO)とすると

α"-6,m＝〃一CＯ（"→oo）

あるいはα"＝〃＋1→CＯ（"→CO)，６"＝"→CＯ（"→oo)とすると

α"－６"＝1-→１（"→oo）

(この場合，収束するがＯではなく１である．）

(5)偽(反例)α蝿=毒－０("→｡｡)伽="一｡｡("→｡｡）

とすると‘心=÷"=妾→0("→｡｡）
らしんばん

もこのような問題を扱うには－実はいつでもそうなのだが
（i）何があたえられているか

（ii）何をいえば示したことになるか

をシッカリとにらむこと－そのままの形で「みえない」ときは，あたえられた

命題の「対偶」をとってみるとわかりやすいことがある．

たとえば(5)の対偶は

「{α"6"｝が収束するならば｛α"}，｛6,m｝がともに収束する」

で,こうすると反例としてこの他にも‘卿=麦,6綴="などが簡単にさがせて，
この命題が「偽」であることがよくわかる．

（３）｛y･"｝の極限
等比数列の第〃項α"は

α"＝αγ"-１（α：初項，γ：公比）

であたえられた．そこで「無限等比数列」の収束・発散は，｛γ"｝の極限に

よってきまる．

－これはｒの値によって状況がちがうので次のような「場合分け」が

必要である．

先に結論を示しておこう．
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３Ｊ一Ⅱ｛y･"｝の収束・発散に関する定理Ｊつ
れ→○ｏのとき

（１）ｒ＞１：ｙ･"→CＯ（正の無限大に発散）

１２）ｒ＝１：ｒ"→１（１に収束）

(3)－１＜ｒ＜１：ｒ"→０（０に収束）

(4)ｙ･≦－１：発散（振動する）

｢震一読Ⅱこのうち,(1),(2)と(4)のγ=-1のときは明らかだから,(3)と，
(4)のγ＜－１のときについて説明しておく．

(3)γ＝０のときは問題ナシとして，O＜|γ|＜１の場合に限って考えること

にする．０＜|γ|＜１ならば

Ｍ=T十万(伽>0）
とおくことができて

１

１γ"|＝|γ|"＝(1＋")” ……………………………………………①

ところで〃＞０のときは，不等式

（1＋h)〃≧1＋油＞肋（｢数学的帰納法｣で証明できる）……②

…（,÷〃<赤
が成り立ち，これを①に用いると

０<'γ風'<志
ここで〃は定数で， 蝿＊=0であるから｢はさみうち｣により

ｌｉｍｌγ"|＝０．．．ｌｉｍγ"＝Ｏ
〃→◎。 〃→｡｡

(4)γ＜－１のときはγ”の絶対値は'@が大きくなるといくらでも大きくな

るから，発散することは明らかであるが，符号が（正)，（負）と交互にかわ

るため，「正の無限大に発散する」とか，あるいは「負の無限大に発散する」

のように一律に表現することはできない－このようなときにも「振動す

る」という．

らしんばん
Ｆ~－－－

命初項α(ｷ0),公比γの｢無限等比数列の収束条件｣は上の定理から
－１＜ｒ≦１

である．



1４

この場合，特にｒ＝１をウッカリ忘れないように注意しなければならない．

このときの極限値は

｜-旨く1臆：
である．

命本文②の不等式を証明しておく．
（i）〃＝１のときは明らかに成立する．

（ii）〃＝たのとき

（1＋")肉≧1＋肋

とすると，両辺に（1＋")(＞0）をかけて

（1＋〃+'≧(1＋鋤(1＋ﾉb)＝1＋(ﾙ＋1)"＋〃＞1＋(ん十1)ﾉｂ

ゆえに不等式

（1＋")"≧1＋城

が成り立つ．（鵬⑦ｐ､16参照）

蝿４

(1)一般項が次の式で表される数列の収束・発散を調べよ．

Ｉｉ１匂寺2〃

（ii)鵠(ｚｷー'）
(2)α,＝α，α掘十,＝""＋ｑで定められる数列｛α"｝が収束するために，

α,ｐ,ｑのみたすべき条件を求めよ．また，そのときのｌｉｍα”を求め
〃→c◎

よ．

回,川且芸型 ,/(子)扇十L煙(号)蝿=,

＊狸毎寺些Ⅱ(収束）
(ii）ｚの値で「場合分け」をしなければならない．

Ｚ〃＋１

，＋勿施＝"”とおくと（ただし，〃キー'）
(ｱ）Ｚ＞１のときは，〃"→○○（"→ｏｏ）であるから

勿

一→工（"→ＣＯ）

’蝿=÷+，
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㈹〃='のときはルー面=ｒ→当("→｡｡）
１１

(ｳ）－１＜工く１のときは，Ｚ"→0（'@→○○)，Ｚ"+'→０（"→ＣＯ）であるから

（分母)→１，（分子)→０

．．．ｙ"→０（"→○○）

(ｴ）Ｚく－１のときは，ｌｉｍＭ＝○○であるから
刀→｡｡

〃

Z/刀＝

ラノ万十’
一Ｚ（"→○○）

以上をまとめると次のようになる．

収束噸限値は牒票

煙券=0となり
ｙ

アラｒＹ

(2)（i）ｐ＝１のときは，α"+,－α"＝９（一定）で｛α"｝はｑを公差とする

等差数列であるから

α"＝α＋("－１)ｑ

ここでｑキｏとすると｜α"|→○○（"→○○）となり｛α"｝は発散する．した

がって収束するための条件はｑ＝０（このときαは任意）で，極限値は

limα"＝αである．

⑪’ｷ'のときは,古=αとおくと与えられた漸化式は
α"+１－α＝p(α"一α）……･………………….…………….…①

と変形され，数列｛α"－α｝は初項α－α，公比ｐの「無限等比数列」であ

ることがわかる．

｛α"}の収束条件は{α"－α}の収束条件と同じだから{α"}の収束する条件は

α'＝α＝αまたはlpl＜１

とまとめられ，いずれの場合も極限値はｌｉｍα"＝αとなる．

ゆえに，求める条件と極限値は

｜:苓剛⑩二剛W:飼伽一〃→｡。１－ｐ



らしんばん

命(1)については錘>１，麺く－１のときをまとめて，
｜"|＞１のとき

歩→0("→｡｡）
Ｚ

－→Ｚ（"→CO）
ｌ＋

１
－
溌

刀ｙ

などとしてもよい．

動(2)は｢基礎解析｣でやった｢2項間漸化式｣の基本である.本文①から等比
数列の一般項をあたえる公式にしたがって

α"－α＝p"-'(α１－α）

．．α"＝α＋が－１(α－α）

と，第〃項α"の形を示せば事情は，よりハツキリする．

α＝αの場合を忘れないように!！

lim(〃－１)jr2＝oｏだから，この右辺は
〃→ＣＤ

｢扉－頭~]γ=0のとき,鯉""蝿=0は明らかだから,件0のときにつ〃→。◎

いて調べる．

Ｍ<'よりＭ=古(">0)とおくことができるから,”蝿にあたえ
られた不等式を用いると

０≦"'γ'鯉=、雲両ァ
〃 ２〃

≦

’+”+型１２:ﾃ'１"2~2('+")+"("-')"’
(分母子を〃で割る）……………①

例＝三

１６

２(去十麺)+("-')鯵，

“は定数で狸2(去十垂)=肋
〃→oｏのときＯに収束する．

２



したがってγ＝Ｏの場合もふくめて

ｌｉｍｌ"γ"|＝lim〃|γ|"＝０．．．
刀→。◎ 〃→ｃｃ

らしんばん

lim〃γ"＝Ｏ
〃→ＣＤ
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翁｢確率統計｣で学ぶ｢2項定理｣を知っていれば，
（l＋Z)"＝l＋"Ｃｌ叶"C2Z2＋………＋"C""”………･…･…･……(＊）

で，ｚ＞Ｏのとき右辺の第４項以下は正だから

（,+")卿≧,+卿c,廼十,mc2"２=,+"迩十"(等')錘２
が得られる．

これを知らなくても，あたえられた不等式は「数学的帰納法」で証明すること

ができる．（自分でやってみること－ｐｌ４参照）

命（*)を用いると|γ|<,のときは,imγ"=0,mm"γ"=0だけでなく〃→｡｡ 〃→。◎

ｌｉｍ〃2γ"＝０，ｌｉｍ〃3γ"＝０，．.……．
〃→“ 〃→ｃｃ

について証明することができる．

一般にｌｉｍが７．"＝０（んは一定の自然数）を証明するには(＊)の（ん＋2）項ま
〃→｡、

でを用いればよい．本問はﾉﾔ＝１の場合である．

これらの証明は本文①の不等式で右辺の第１式にあたる部分を

ｎＪｂ

〃の(ん＋,)次式（－→0（"→CO)）
でおさえることがポイントになっている．（前定理(3)はた＝０の場合である）

数列｛α"｝は

α,＝１，α"+,＝､/厩~干百

によって定義されている．

(1)０＜α"＜２を証明せよ．

(2)|α群,-21<告|α鯉-21を証明せよ．
(3)ｌｉｍα”を求めよ．

〃→cｃ

鵬 ①

｢扉~河(')数学的帰納法で示す．
〃＝１のときは明らか．

〃＝ルのとき，ｏ＜αたく２であるとする．

‘偽瓢－２=､/而-2=万芸三釜２＜０（有理化)……………①



１８

。｡。α左+,＜２

また，α魔+,＝､/Z7Z~干面＞０は明らか．

．．．O＜α角+,＜２

ゆえにすべての自然数〃に対して０＜α"＜２が成り立つ．

(2)①より

’・州-2'=泥砦芸斗2=而岩十2'‘卿-2’
、/Z厩~千面十２＞２であるから

０<7房言壱十2<÷､'α州-2'<告'＠鯛-2’
(3)(2)をくりかえし用いると

０<|α"-21<(ルー1-21<(告ルー21<…
……<(妾)蝿~!'α1-2'=(芸)蝿~！
‘０<'＠鯛-2'<(舌)"~！

煙い"－１=0だから
ｌｉｍｌα"-21＝0（はさみうち）．.．ｌｉｍα"＝２

らしんばん
…聯､岬緬職､繍繍､､繍繍繍撫聯繍繍繍撫撫緬

命数列が漸化式で定義されている場合,蝿4の(2)(pl4)のように,その
一般項α"が”の式／("）で示されるときはｌｉｍ／("）をしらべることになるが，

〃→ＣＯ

本問についてはストレーートにα〃を求めることができない．このような場合は
「はさみうち」を利用する．

命本間の場合,ダﾗﾌを用いると{α卿}の極限値が2になることを予想するこ
とができる．

それにはα施十,＝､/Z万千画でα〃をｚ，α"+，をｙとおいて得られる関数

ｙ＝､/元千画……………………………………………………………（＊）

のグラフと，直線ｙ＝ｚのグラフを利用する．

直線Ｚ＝α１と（＊）との交点の』/座標は、/Z7T千画＝α２で，交点はＡ(α１，α2）と
なる．この点から〃軸に平行にひいた直線

y＝α２と、/＝.ｒの交点はＢ(α2,α2）となり，

この点Ｂからjr軸に下した垂線の足が

C(α2,0）となる．このような操作を以下同様に

くり返していくと，図からわかるように

αlシα2シ・・・・．．・・・，α〃，…・・・…

は次第にｚ/＝､/元千画とｚ/＝Ｚの交点のｚ座標，
すなわち

響二'二!/雪/勇一
【）α’四
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Ｚ＝､/王千画．.．‘r2-.万－2＝(叶1ルー2)＝０．．．Ｚ＝２（．｡．〃＞O）

に接近していくことが読みとれて「{α"｝の極限値は２であるらしい」ことがわ

かる．

命本問の数列{α耐}は,前ぺージの図からわかるように
α1＜α2＜………＜α"＜………＜２

である．一般に

「すべての〃に対してα"＜α"+,，α"＜A２（定数)」

である数列｛α"｝を，「単調増加で上に有界である」という．また，この不等号

がすべて逆のとき「単調減少で下に有界である」といい，この２つの場合，数列

｛α"｝は収束する．これは直観的にはごくあたりまえのことである．われわれと

してはこの事実をダマッテ用いることにする．

もう１つ，つけ加えておくと，｛α"｝が単調で有界ならば

鯛:童:蓋:二:|Ⅲ等号に注訓
となる－「不等式と極限に関する定理」（１）（p､９参照）

これらを用いて，本問の数列｛α"｝の極限値を求めてみよう．

まず，０＜α"＜２を証明しておく－これは本問(1)．（有界）

次に増減をしらべる．前ページの図から数列{α"}が〃とともに増加すること

は簡単に予想されるが，これを計算でやると

‘州-"=癖-‘蝿－４鰐手筈=-髪;三警辛芸')>，
．.．α"＜α"+，（単調増加）

したがって｛α"｝は収束する．その極限値をｌｉｍα"＝limα"+,＝αとすると

ｌｉｍα"+,＝lim,/Z万千面＝､/而一Z77i~干画．｡．α＝､/Z7千面

平方して整理すると

‘ｆ－ａ－２＝(α＋1)(α－２)＝０．．．α＝－１，２

０＜α"＜２よりＯ≦α≦２（等号がはいることに注意!!）だから

ｌｉｍα"＝α＝２

亀またp'3では｢|γ|<,のとき,imγ慰=0｣を示すのに｢(,+伽)蝿≧,+"ん｣と
いう不等式を用いたが，ここに述べたハナシを利用することもできる．

Ｏ＜……＜|γ|"＜……＜|γ'2＜|γ｜

に注目すると｛|γ|"}は収束する．

．.、ｌｉｍｌγ|"＝limlγ|"+'＝|γllimlγ|”．．．（１－|γ|)limlγ|"＝Ｏ

で，｜γ|キ１を考慮すると

ｌｉｍｌγ|"＝limlγ"|＝０．．．ｌｉｍγ"＝０
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回無限級数
数列a11a21a31………の各項を＋でつないだものを「級数」という・

有限項の級数

α1＋α2＋α3＋……＋α〃

については「基礎解析」ですでに学んでいるが，ここでは無限項を＋でつ

ないだ「無限級数（単に級数ともいう)」について学ぶ．

項の数が無限となると順次加えていくという操作はいつまでたっても終わ

らないので，「その和というのは何か」といったことをあらためて定義しな

ければならない．

（１）無限級数の収束・発散と「無限級数の和」
数列｛α"｝で，初項から第〃項までの和（これを「第〃部分和」という）

員α"(=s"とおく）を一般項とする無限数列

が収束号｢総三§胤農)偽るとき華屋塞姦~……伽

は「収束する」といい，Ｓをその「和（実は極限値のこと)」という．

Ｓ＝ｌｉｍＳ"＝ｌｉｍＺａＡ

で鯨｢獣『震に図…計

蝋惹離挙撫発散州
という－これらの場合をまとめて「無限級数旧)の和はない」という．

実例をひいて説明する方がわかりやすい．

たとえば，無限級数

……………①

を考えてみよう．１からはじまって＋と－が交互にあらわれる級数（初項
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１，公比－１の無限等比数列を初項から順につないだもの）である．

これを次のように計算したとする．

(i）Ｓ＝(1-1)＋(1-1)＋(1-1)＋………

＝０＋Ｏ＋Ｏ＋………

０をいくら加えても０．.．Ｓ＝Ｏ

(ii）Ｓ＝１－(1-1)－(1-1)－………

＝１－０－０ － … … … ． ｡ ． Ｓ ＝１

伽Ｓ＝１－１＋１－１＋１－………

Ｓ＝１－１＋１－１＋……

これらを辺々加えて

２Ｓ＝１＋０＋Ｏ＋０＋……… Ｓ=告
（i）(ii)(､)で答がくいちがってくるが，どれが正しいか，というと実はどれ

も正しくない．

（i)，（ii)では和の結合則（α＋6)＋ｃ＝α＋(6＋c）（どの部分を先に計算して

もよい）を用いているが，これは有限個の加法で成り立つ法則で，無限級数

の場合は成立しない．

また，伽の場合も無限項のままで加えるという操作はできない．

このように「無限級数の和というのは有限項の和とは本質的にちがう」こ

とをよく理解し，その定義にもとづいて正しく考察しなければならない．

たとえば①では，第〃項までの和をＳ〃とすると，数列｛S"｝は

１，０，１，０，１，０，．．．……

となり，振動して収束しないことがわかる．したがって「無限級数①の和は

ない」のである．

このように「無限級数」では，「和がある」か「和がない」か，「和がある

とすれば，それはどのような値か」ということが主なテーマとなる．

（２）無限等比級数

「無限級数」の典型的なタイプのものとして，「無限等比級数」からハナ

シをはじめることにする．

初項α，公比γの等比数列｛αγ"-'｝からつくられる級数

α＋αγ＋αγ2＋………＋αγ"－１＋………(＝重αγ"－１）
〃＝１

を「無限等比級数」といい，αをこの無限等比級数の初項，γを公比という．
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これが収束する条件は次の定理にまとめられる．

砥限｡.比，数収一一件lこる匪碑

αキＯり 無限等比級数化

ク〕シ垂ＵＶ軍Ｉ季〃

のとき環司

｢扉~顎~I⑪まず第"部分和s刷を求める。

件,のときはs"=且等三芸a=占十(☆)ｱ”
ここで｜γ|＜１ならば，ｌｉｍγ"＝Oであるから

(2)（i）

α

Ｓ＝lilnS"＝１－γ〃→ＣＯ

γ＝１のときは，Ｓ"＝"ａ（αキ0）で

|:ﾐ:重照童二=．
〃→。。

……………①

のように発散する．

（ii）γ＞’のとき，①で

｜:蓋:::盾に県，
でいずれも発散する．

（､）γ≦－，のときは，〃→｡・に対して数列｛γ"｝は振動し，したがって

①をみればこの級数も振動することがわかる●

らしんばん

命まず｢有限｣のﾊﾅｼとして第"部分和Ｍ"の式で表し,その上で
〃→ＣＯとしている．すなわち，数列｛S"｝の極限の問題に帰着させて考えてい

ることに注目！！

この考え方は他の「無限級数」を扱うときも同様で，このことについてはあと

でくわしく述べることにする．

命「無限等比数列｣の収束条件は－'<r≦'(p'3)であった.これに対して
「無限等比級数」の収束条件は－１＜ｒ＜１であるから混同しないように注意し

なければならない．



(ii）3.1416＝3.1＋0.0416

＝３．１＋0.0416＋0.0000416＋………

臓刀
(1)ある無限等比級数の和は１２で，その各項を平方して得られる無

限級数の和は３６であるという．はじめの無限等比級数の初項と公比

を求めよ．

(2)次の循環小数を分数になおせ．

（i）0.34

（ii）３．１４１６

回
純

(1)初項をα，公比をγとすると，この等比級数は和が１２だ

古='2('γ'<')………………………………………………①
．．．α＝12(１－γ）……………･……･………………･……………①′

各項を平方した級数は，初項α２，公比γ2の等比級数で

α２

五=ｱ,=３６息Ｔ２ｱ･Tfﾃーﾙ………………………０
①をこれにいれて

１２．丁fﾃー３６糸丁fｱー３
．．．α＝3(1＋γ）………･…･……………･………………………③

．.、１２(１－γ)＝3(1＋γ）（..．①',③）

Ⅷ１－")='+γ＊γ=号(これはＭ<'をみたす）
③に代入して

‘=3('+号)=等
(2)(i）0.34＝0.34＋0.0034＋0.000034＋……

＝,i;h+淵十伽十……

これは初項蒜,公比伽の無限等比級数ゆえ
３４

。。１００３４
０．３４＝Ｊ＝－

１-五;汀９９

第１章極限２３



2４

＝３１+等十,鍔０３+………

第2項以下は初項等,公比赤の無限等比級数である
４１６

・・・3.1416＝３．１＋１０４
●●

１－赤

＝３１+端駕
らしんばん

令（')で|γ|<'ならば|γ偽|<'より,収束する無限級数の各項を偽乗して得
られる無限級数も収束する．

司既約分数号(α>0,‘拳0)は,分母の‘が2,5以外の素因数をもたなけれ
ば有限小数で表される一適当に分母子に２，５をかけて分母を１０鹿の形に変形

すればよい．逆に，有限小数は分母が10点の形の分数になおせるので，これを既

約分数になおしたとき，分母は２，５以外の素因数をもたない．まとめると

（既約分数が有限小数になる)今(分母が２，５以外の素因数をもたない）

このことから分母が２，５以外の素因数をもつ既約分数を小数になおすと無限

小数になることがわかaその計算の方法を,正の既約分数号(α,６は正整
数）で説明すれば「αでｂを割って、余り〃を１桁くりあげ，さらにαで割る」

という操作をくり返し「つぎつぎにでてくる、商〃を書いていく」わけだが，α

で割った余りは１からα－１までの（α－１)通りしかないのでα回の割算のうち

同じ余りが必ずどこかにあらわれるはずである．そこから先の割算は前のくり返

しになり，出てくる商も同じくりかえしになる．

すなわち,既約分数筈(α>0,6ｷ0)は有限小数かまたは循環小数で,α個
より少ない数字で表される．

翁循環小数を分数になおすときは次の公式が成立する．
。αlα2..．・・・…α〃

０．α'α2.…･…．α〃＝９９………９
－－一

'2個

０.ａ１ａ２……α腕6162………６〃

－(αlaZ………α耐6162.．….6洞)－(ａ１ａ２………α癒）
９９．…．．…９００………０
－－一一一一

〃ｲ固 加個

なぜそうなるか，Ｉま本問の解と同じように無限等比級数になおして和の公式を



用いれば簡単に証明することができる．
●●

たとえば3.1416を既約分数になおすには

・・１４１６－１１４１５２８３

０．１４１６＝９９９０９９９０１９９８
＝

3Ⅲ=3+器器＝

第 １ 章 極 限 ２ ５

（３）無限級数の「一般的な扱い」について
われわれは「無限級数の和」をその第〃部分和Ｓ”を一般項とする「無限

数列{S"}の極限値」と定義した．

したがって「数列の極限に関する定理」（P､５）はそのまま「無限級数の

和ｌｉｍＳ"」に適用される．

たとえば２つの無限級数Ｚα"，ｚ６〃がともに収束するとき，その和を
〃＝１〃＝ｌ

それぞれＳ，Ｔ､とすると

量(α"＋6,,)=s＋Ｔ(収束）
〃＝１

となる．証明は簡単で，ＺａＡ＝Ｓ"，図６点＝Ｚ、とすると
ん＝１ ん＝１

〃 〃〃

Ｓ"＋、＝Ｚα禽十Ｚ６肉＝Ｚ(‘z肉＋6Ａ）
ん＝１ん＝１ノセ＝１

したがって，Ｓ"＋T１，は無限級数図(α"＋6"）の部分和であり
〃＝１

刃(α"＋6")＝lim(S"＋、,)＝Ｓ＋Ｔ
〃＝１

となる．他の定理についても同じように考えればよい．

一一一一一一一「Ｚα〃の収束とlimα"＝0」に関する定理---｜
刀＝１ 〃→oo

l無限級数量｡,が収束するならばu…,であふ〃＝１

L－－－ － － － － － － － －－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－-－－－－－｜

｢扉~冒菟］{α"}の第"部分和をS蝿とすると,"≧2のときは
α"＝Ｓ"－s"－，

であった．図α〃は収束するのでその和をＳとするとｌｉｍＳ"＝Ｓ，
〃＝l

1imS"-,＝Ｓであるから

ｌｉｍα"＝lim(S"－S"_,)＝Ｓ－Ｓ＝０
〃→函〃→。◎
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らしんばん

動この定理の対偶は
「limα"キ０ならばｚα〃は発散する」

〃→“ 〃＝１

となり，これはＺα〃の収束性をしらべる有力な手がかりとなる．
〃＝１

しかし「この定理の逆」が成立しないことには注意しなければならない．

つまりｌｉｍα"＝ＯだからといってＺα〃は収束するとは限らない．
〃→ＣＯ 〃＝１

たとえば量上は正の無限大に発散する無限級数の代表的な例の１つであるが
〃＝１〃

ｌｉｍ上＝Ｏである．（このﾉ､ナシはあとで説明するp､184）
〃→｡。〃

鵬 ④
次の級数の収束・発散をしらべ，収束するならばその和を求めよ．

''１，+売十何十何十何十何十………
１１

(2)'+号十号十÷+………

⑧2-号十号-÷+÷-号十………

(4)苦十景十晶十争十………

｢扉~詞Ⅱ第"項をα卿,第"部分和をs耀とする．

'１Ｍ=何十凧=鴨ﾃﾆ要ー 凧-〃
１

．．．Ｓ"＝Ｚα,､＝(､〃－１)＋(､ﾉﾏー ､〃)＋(､ﾉﾏー ､ノマ)＋………
ん＝１

…………………＋(､/７『－，/禿。)＋(､/元千五一､/ﾗﾗｧ）

＝,/万千丁－１－→CＯ（"→○○）

となり正の無限大に発散する．

(2)狸α鰯=煙万竺丁=告ｷ０
ゆえに発散する．

特に正の数を次々に加えていくのだから正の無限大に発散する．

(3)第〃部分和Ｓ"は〃が偶数のときと奇数のときでは形がちがってくる．
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〃＝2"－１のとき

Ｓ２"_‘=2-号十号-÷+き-………-"+'+洲
＝ ２"

〃Ｚ

〃＝２７〃のとき

，＋一旦

髪圭:=２－Ｓ２加＝S2111-l-加 一→２－１＝１（"→CO,〃→○○）
，＋_Ｌ

”Ｚ

ゆえにｌｉｌｎＳ２"＝１，ｌｉｍＳ２ｍ－ｌ＝２となり一致せず振動する・
加→００ ７７Z→“

(４１３S卿='+号十塁十………+念

者十晶十………+鰐十芸Ｓ"＝

辺々ひくと

２Ｓ蝿=,+÷+歩+………+評岩－７
〃

l{１－削一釜=量{１－側一芸
’一芸

‘煙s蝿=狸{芸(１－(き)蝿)-÷針

ここで鯉(告)"=0だから問題は｢煙器がどうなるか｣であるがこ
れは鯛⑦（p､16）で｜γ|＜１のときｌｉｍ〃γ〃＝Ｏであったことに注目す

ふ≧の,を÷とすると煙"(昔)蝿=0となるので
，ｉｍＳ"＝且
〃→｡。４

らしんばん

命(1)では
１

α"＝､/一万十､/万千丁一→０（"→ｏｏ）
であるが，この第〃部分和Ｓ〃は

Ｓ"＝､/両~干~Ｔ－１－→ＣＯ（"→○○）

で，これは先にのべた定理「Ｓ"が収束するならばlimα"＝0」の逆が成立しな
〃→cｃ



２８

い例の１つである．

また(2)はこの定理の対偶すなわち「limα"キＯならばＳ"は発散する」ハナシ

の実践である．

動(3)についてはS2",S2"_’の形が違うことを問題にしているのではない!！
Ｓ2鯛とＳ２耐-1の形が違っても極限値が等しければ級数は収束する．ここでは

「limS2廊キlimS2鯛-1」が問題なのである．

また，この問題を２項ずつカッコでくくって次のような問題にかきかえてみる．

（2-号)+(号-÷)+(÷-号)+………

この無限級数では第"項が(等-淵となり

Ｓ"=(2-号)+(号_÷)+………+(半_筈）
＝2-22±星

〃＋１

．．、ｌｉｍＳ"＝２－１＝１
〃→ＣＤ

となって収束し，和は１となる．

このように，あたえられた無限級数の項を勝手にカッコでくくったりすると全

く違う級数のハナシになってしまう－この級数の第〃部分和は，(3)の級数の

第２〃部分和になっている。したがって，無限級数を安易にカッコでくくるわけ

にはいかない．（p､２１参照）

またこの(3)についてもｌｉｍα"キＯが示せれば(2)と同様の扱いができる．すな
〃→。◎

わち

α2"-,＝型±L＝,＋_Ｌ→，キ0（,,Z→｡｡）
籾”Ｚ

〃z＋２’＋一旦
’”

から「ｌｉｍａ,､キO」であることがわかる．したがって第〃部分和Ｓ"は「〃→CO」
〃→ＣＤ

のとき発散し，この「無限級数の和」は存在しない．

剣(4)については,最初S卿に3をかけておいて,3s"-s"を計算したが,もち

ろんs"一芸s"を計算しても肌

(4)の畷→0("→｡｡)｣については,不等式
３'@＞"(〃＋1）（〃≧2）………………………….……………..…(＊）

をはじめに「数学的帰納法」で証明しておき，これを利用する「ヒント」あるい

は「誘導」がつけられる場合もある．



（＊）の証明は次のようにやる．

(i）〃＝２のときは明らかに成立．

(ii）〃＝た（≧2）で成立すると仮定すれば

３点＞ﾉﾔ(た＋l）

．．、３Ａ+'＝3.3魔＞3州十1)＝た2＋3冷十2々 2＞ﾙ2＋3糾２

＝(た十l)(た＋2)＝(糾1){(た十l)＋1｝

この不等式を用いると

lim
〃→。◎

0<釜く"幸，

南=0より,煙釜=0がいえ鼠

第 １ 章 極 限 ２ ９

(.・・た≧２＞1）

’'
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第２節

関数の極限
1llIlIlllllⅡlIIIllllI1IIlIIHl 1IIlIlI1ⅡIIlIlIIIlⅡIIl11i1l1ⅡlilllllIIlII11illI11Il1lllII11Ⅱ11111111111IIlIIIIllIlllllIlllⅡ|ⅡIlHlIIlI111IlⅡI11IllllⅡIⅡllIIlIlIIⅡIⅡlIllllⅡ|I|Ⅱ'11111111Ⅱ'111ⅡlllllIllIiIlllⅡI111IlIⅡ''111

われわれの扱う「関数」はおおむね次のように分類される．

|鰐:腿驚墓誌芸至芸芸#｜
えることにする．

(1)，(2)の極限については「基礎解析」でその基本の考え方を学んだ．ここでは

おもに(3)，(4)の極限について解説し，その上で「関数の連続性」などについて考

回関数の極限
「関数の極限」についての考え方は基本的には「基礎解析」の場合と同じ

であるが，さらにつけ加えておかなければならないことがいくつかある．そ

こからハナシをはじめることにする．

（１）「"→ｏｏ｣，「範→一○o｣，「"→α±⑪」について
「○o」の記号は，「数列の極限」のところですでに説明したが，数列｛α"｝

の場合は，α"は項の番号〃（自然数)の関数α"＝/("）とみることができる．

このときの変数〃は自然数の値をとりながら，「とびとびに」変化してい

く．

これに対して関数ず(Jr)で「麺→CO」というのは，「Jrが実数値をとりな

がら限りなく大きくなっていく状態を表す」記号である．「z→一○o」の場

合も考え方は同じである ｢無限大」という数値があってそれに近づく，



第１章極限３１

というようなことではないので誤解してはならない．

また「基礎解析」では，「Ｚ→α」と書いて「〃が限りなくαに近づく」と

いった．しかし こ れ に は 大 ま か に 考えてａ

ａ－Ｕ
｢大きい方から近づくとき」と「小さい方か

ら近づくとき」の２通りの近づき方がある．

「Jr→α士０（α＝０のときはＪｒ→±Ｏと略言ｉ「Jr→α士０（α＝０のときはＪｒ→±Ｏと略記する)」はこのことを一応キチ

ンと区別する表現で，

に:±剛:雅蹴:鴎ﾘ芸鰐乏
ということを表す記号である．

さて，「基礎解析」では，ｚがαと異なる値をとりながらαに限りなく近

づくとき，関数／(Ｚ)が収束するならばその「極限値」を次のように示した．

ｌｉｍ.f(亜)＝Ａ（有限確定値）…..…….……….….…….………①

しかし実はこの表し方は，「Jrがどのような近づき方をしても（Jr→α－０

のときも，Ｊｒ→α＋０のときもつねに）.f(Jr)の値がＡに限りなく近づくこ

とを意味している」のである．

国⑪ｚがαより小さい値をとってαに限りなく近づくとき，／(")がＢ（有限

確定値）に限りなく近づくならばこのＢを，／(")の「左方極限値」といい

ｌｉｍ／(工)＝Ｂまたは．z→α－０のとき／(範)→Ｂ

と表す．同様にＺがαより大きい値をとってαに限りなく近づくとき，／(")が

ｃに限りなく近づくならばこのＣを，／(Ｚ)の「右方極限値」といい

ｌｉｍ／(Z)＝ＣまたはＺ→α＋Ｏのとき／(")→Ｃ

で表す．

①はこのＢ，ｃがともにＡに等しい，ということである．一般には必ずしも

Ｂ＝Ｃではないので、lim〃を考えるときは上に述べた両方の場合を考えなくては

ならない．

園②発散する場合については

ｌｉｍ／(６℃)＝○○のとき：「jr→αのとき／(z)は正の無限大に発散する」

（あるいは「/(")の極限はCOである｣）

ｌｉｍ／(z)＝一○○のとき：「z→αのとき／(工)は負の無限大に発散する」

（あるいは「/(Ｚ)の極限は－ooである｣）

という．ｌｉｍ／(z)＝○o，ｌｉｍ／(z)＝一○○などについても同様である．

園④「Ｚ→α」の場合と同様に「〃→ｏｏ｣，「z→一○○」のときの／(Ｚ)の極限につ

いても考えることができる．以下実例で説明する．
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次の極限を調べよ．

⑪煙迩耀圭蒙苦２
(2)ｌｉｍｚ(叶,/Zｱーｪ）

Ｘ→一．◎

(〃は正整数）

(3)ｌｉｍ
Ｘ→。。

蝿 ④

2x－２－ｘ

2x＋２－ｘ

｢扉~顎](1)分母が２次式であることに注別
分母子をＺ２で割ると(Ｚは十分大きいと考えられるからＺキO）

ｊｒ洞十jr2-jr＋２ｚ"~2＋'一上十~且ｚｚ２

Ｚ２＋〃＋１ １＋_L＋二Ｌ
〃Ｚ２

ｚ→｡｡のときは差→0,歩→0であるが露蝿-'の極限が"の値にした

隣室二二蝋
②"(璽十胴)="等三芳=書=戸芳司………①

この分母子をｚで割るのだが，〃く０のときは〃＝Ｍ＝－ｚであるか

ら

早=零一厚--,/弓
(Z→一○ｏであるから〃＜Ｏで考えればよい）

川加施十周一』聾,+怠-'(収束’
(3)お→ＣＯのとき

２Ｚ－２－工１－２－２蓮

(分母子を2雲で割った)一÷='(収束）
2-2ｴ→0）

2工十２－Ｚ１＋２－２エ

(．.．ｚ一・○ｏのとき



らしんばん
＝二三＝三＝三三＝二一コ
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命②で雲戻=-,Ｆ三となるところはﾏﾁガｴやすいから注意すること
一般に，Ａ＜０，Ｂ≧Ｏのときは，、/ZZF＝|Ａｌ＝一Ａ（根号の規約）であるから

写-器=-,尼享
である．

逆に，Ａ＜０，Ｂ≧Ｏならば

，/ｦ票=号=票=一等
である．

また，Ｚ＝一/とおくと，「Z→一oo」のときは「/→CO」となる．このハナシ

を本問に用いると

お(z＋､/35面=可)＝(一/)(－/＋､/Ｆ７Ｆ可）

＝バメー､/ｱﾆ可）

ゴ恭惹T芸零Ｆ(含駕鱒fて)
と変形される．あとはｔ→ＯＯとすればよい－これでやればまちがえない．

翁｢不定形｣について一興淵を求める問題では,αをルハ,(錘)にそ
のまま入れると:,吾という形になることが多い土とえば甥署なら

ば号,煙竺岩ならば吾の形になふこのような形になるものを｢不定

形｣という.本問の(')は吾の形の不定形である－この例でもわかるように

号,吾などの分母子を安易に約分して,などとしてはいけ肌
このほかに「O×CO｣，「oo-oo」などの不定形がある．

しかしこれらの形のものは,式変形をうまく工夫すると号または吾の形
になおすことができて，極限値を調べやすくなることが多い．たとえば，Ｏ×ＣＯ

の形を例にとると

０×＋あるいは全×｡。
雨

と変形すれば,それぞれ号あるいは吾の形の極限として扱うことができる
また「OO-OO」の形の不定形では「有理化」がよく利用される．



３４

本問(2)の①の変形で説明すると

”(叶胴)－通_芸司(=涼=芸-通）
は，その「形だけに注目」すれば

‐｡｡(-..+｡｡)=二号(=男）
になっている．「無理関数の極限」を扱う場合の分母または分子の「有理化」に

は，実はこのような背景があるわけである．

動(3)は,｢錘→｡｡｣であるから分母子を2顕で割ったが,｢麺→-.｡｣のときは
分母子を２－麺で割り

芸幸;二=潟-→千=－１(』狸2率=0）
と変形することになる．

鵬■①
次の極限をしらべよ．

(1)ｌｉｍｔａｎｒ
ｚ→:－０

(2)ｌｉｍ(Ｚ－Ｌｒ]）（ただし，ＭはＺをこえない最大の整数を表す）
Ｚ→1

厩~詞① '=tan"のグﾗﾌからわかるように,｢ｚが吾より小さい
ｙ

方から号に近づく｣のだから
ｌｉｍｔａｎｒ＝○○

麺号－０

正の無限大に発散する．

(2)〃を整数として，

〃≦ｚ＜〃＋１〈＝＞い]＝〃

であるから，この〃に０，士１，±２，．．…・

を入れて〃＝ｚ－Ｍのグラフをかくと図のよう

な線分群となる．ただし〃軸上の端点をふくみ

直線ｙ＝１上の端点は除くものとする．

このことに注意するとＺ＝１の付近では

｜笈:蝿
となり「Ｚ→1-0」と「ｚ→1＋O」とでは，ｚ－Ｉ

ｙ

コーーーー【＞,一一一＜＞－－－㎡可

Ｚ

z－ｍ が接近していく目標が
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くいちがっていることがわかる．

ｌｉｍ／(Ｚ)＝６というのは，「Ｚがαにどのような近づき方をしても，つれ
工→α

に／(z)の値が１つの確定した値６に近づく」ということであったから，こ

の場合，極限値は存在しない．

らしんばん
｢一言－戸一Ｆ〒〒了一デー下一

命本間(1)ではlimtanz-ooであることもグﾗﾌから明らかである.ま
ｚ→普十０

た''１でz→号-0というのは(音-璽)→+0ということであるから

苦-z='(>0)とおくと麺=晋一'で,"→+0となる.このことから本問(')を

脇tan麺=隅tan(苦_,)=隅耐=｡。
とやってもよい．このように変数を置きかえて極限をしらべる方法も時には有効

である．

命(2)については0≦璽く1のとき[露]=0,1≦ｴ<2のとき[麺]=1であるか
ら，グラフをかいてみなくても

｜:二+±:総則二：
であることは明らかである．

なお，Ｚ一Ｍはｚの小数部分のことである．

脚陸

｢扉~謡］直観的には,分母が限りなく大きくなって,分子の方は－１か
ら１までの有限の値をとりながら変化するだけなので，この結果がＯである

ということはほとんど明らかである．しかしこれをキチンとした形で表現す

るには「数列の極限」のところで述べた「不等式と極限に関する定理」にあ

たる「関数の極限」の場合の「不等式と極限に関する定理」をはじめに説明

しておかなくてはならない．すなわち

,－－－１定理｜－Ｊ－－左一一 －

Ｉ（１）ｌｉｍｆ(Jr)＝α，ｌｉｍｇ(錘)＝βのとき
’Ｚ→α

Ｉ'(Jr)≦ｇ(Jr）ならばα≦β
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(2)ｌｉｍ／(z)＝ｌｉｍｇ(z)＝αのとき
工→α 工→α

'(Jr)≦ﾉb(jr)≦ｇ(jr）ならばlimﾉb(jr)＝ａ（｢はさみうち｣）
工→α

である．

ただし，この定理で「/(Ｚ)≦9(z)」とはαを含む適当な実数範囲のどん

なＺの値に対しても／(z)≦g("）ということである．

本問ではこの定理の(2)－「はさみうち」を利用する．

まず，ｚ→○○のときについて考えるのだからＺ＞Oとしてよい．

このとき

－１≦sinz≦１．．．－_L≦望旦_里≦_Ｌ
ｊｒＺＺ

ここで蝿(一妾)=狸圭=0であるから
ｌｉｍ－旦里-里＝Ｏ
Ｚ→｡。Ｚ

らしんばん

命基礎解析の関数の極限のところで出てくる諸定理はz→αのかわりにz→｡。
（z→－oo）としても成り立つ．また，無限数列の極限のところでのべた諸定理

も，「"→CO，α"」のかわりに「z→±oｏまたはＺ→α，／(z)」とかきかえれば，

そのまま関数の極限についての定理として成立するので，それらの１つ１つにつ

いて説明することはしない．

この例題も臓五（p,9）の「関数版」といったところである．

(2)卿里￥=’
この極限に関する定理は，この先，「３角関数の微積分」を展開する上で

基礎となるきわめて重要な定理である．

l-mEI=三祇駕禦駕驚
回次に示す図を利用して｢△OAB扇形OAB△OATの面積
の大小関係」から証明する．

いま0<錘く晋にとると
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△ＯＡＢ＜扇形ＯＡＢ＜△ＯＡＴ

であるから

÷LIsin…端く昔仙an”

鼻･in…<t…(0<錘く晋)……………………………①
（この不等式は，このままの形でもよく用いられる）

Ｔ

各辺をｓｉｎｚ(＞0）で割ると

１＜－２Ｌ＜－Ｌ
ｓｌｎｚｃｏｓｚ

さらにこの逆数をとると

ｃｏｓＺくｓｍｚ＜，
Ｚ

ここで，ｌｉｎ１ｃｏｓｚ＝１であるから，間にはさ
工→＋O

まれたｓ１ｎＪｒについても
〃

工

０

ｌｉｍｓｌｎｚ＝１…….…..…………………………………………②
Ｚ~｡＋０Ｚ

次に－苦く錘く0にとり,ｚ=喜一",とおくと麺,>0で
sinZ-sin(--Ｚ')－－sinZ，ｓｉｎＺ，

〃

であるから

－Ｚ

ｌｉｍｓ'ｎＺ＝ｌｉｍ
Ｚ→－０Ｚ工,→＋０

②，③をあわせて

ｌｉｍｓｍＺ＝，
Ｚ→０勿

である．

らしんばん
－コ

－Ｚ′ Ｚ′

ｓｉｎｚ′

ｚ′＝’…………………･………･……･…③

命命ここで,角の単位が｢ﾗジｱﾝ｣であることに注目!！
上の公式は，lzlが十分小さいとき

ｓｍｚ＝１．｡．sinjr＝ｊｒ
ｊｒ

すなわち，ｚが０に近いとき，ｓｉｎｚの値は〃を「ラジアン」で表した数値に

等しい，ということを意味している．
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たとえば

’｡=器=命(ﾗジｱﾝ）

Ⅷ拷命(副芸亘::照;こり
くわしくは，「ｓｉｎｚを微分する」ときに説明す

命‐苦く麺く0のときについてはｚ=-麺，

とおくと0<ｚ'<吾であるから,①を用い
て

ｓｉｎｚ'＜jr'＜tanjr′

、．．ｓin(－z)＜(－Jr)＜tan(－〃）

．.、ｓｉｎＺ＞ｚ＞ｔａｎＺ

が得られる．本文の①とあわせてこれらの関

係をグラフで示せば，右図のようになる．

の１Wk限ｲ面存求改

oｓ６

９ ９

ｙ

A＝とごＺ

脚陸

回①半半-鞘一芸㈹
(2)ｓin(sinz)－sin(sin‘r).型_里一，（z→０のときｓin‘r→O）

Ｚ ｓ１ｎｚｚ

(3)８－号='，とおくと,β→署のとき・→0,8='+号であるから

（８－否)tan'=川(,+吾)－歳－－１(0→晋仰→0）
(4)「(和→積）の公式」を用いる．

。in凧－sin耐=2cos皿芸而sin皿妄而
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,/元~千~1-,/了

＝２ＣＯＳ
,/玉千丁十,/-5Ｆｓ１ｎ ２ ，/元~干丁一､/~5Ｆ

＝２ｃoｓ

このとき

２ ，/５５~干丁－，/~5Ｆ

,/55~干~I＋､/~了ｓｉｎ８
２ ８

２

冊(８＝

‘=亜ヱテ何２(凧十ｍ
であるからｚ→○○のときβ→０，したがって

また

lcos皿芸〃|≦’(有限）
であるから

ｌｉｍ(sｉｎ,/元~干~I-sim/~万)＝０

２

､/万~千五一,/~万
２

(有理化）

si号8→１，

とおいた）

らしんばん

奄叩14,では卿半='であることが基本!！
また，このことから

り男方卿寸尋卿評雲｜
である．

命(3)のtan,，に関する極限の公式は次のようにして導く．

卿竿=卿(芋孟百）

＝ﾘ男半糊為(￥,赤の極限値が存在!！
＝１．１＝１

また山の説明と同様にしてり野市='も示すことができる

亀,4,については|cos皿芸而|≦'(有限）
であることがポイント！！

－不定形±CO．Ｏにはならない．

）
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(3)卿e"元’ ＝１

これは，「指数・対数関数の微積分」を展開する上で，その基礎となる重

要な公式である．この公式を説明するためには，ここに用いられている

｢e」という数について説明しなければならない．その歴史的経緯はともか

くとして，ここでは「基礎解析」で学んだ「微分係数」の知識を借りて，そ

の延長上でとりあえずハナシをはじめることにする．

指数関数ｙ＝α錘（α＞1）のグラフを描いて， ｙ

／Ⅱ
(α）

工

この曲線上の点Ａ(0,1)における接線の傾きを

"(α)，曲線上の動点をＰ(",α脆）とすると接線の

定義から

籾(α)=卿α附云α･
＝,ｉｍ生三上
芳謝〃

ところで，このグラフの概形からαの値として１に近い値をとると”(α）

は０に近い値をとり，αの値を大きくしていくと，祝(α)の値も大きくなっ

ていくので「ちょうど、(α)＝１となるような定数ａ（＞1）の値があるに

ちがいない」と考えられる．そのような定数αをｅ（イー）であらわせば

卿e胸元'=’
である．

なおｅは無理数で，その値は

‘-27182818284590452…(塑碁蓋賊）（フナヒトハチフタハチ･･…………･……）

であることが知られている．

佃睦

〃
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｢扉~詞】(山胸－１='とおくと'蝿='+‘(>0)である．
．．、loge(1＋/)＝logeeﾊーﾙ

・loge(1＋/)一〃－１
オｅ方－１－ｅｈ－１

〃

また，／→０のとき〃＝logｇ(1＋ｔ)→Ｏであるから

limlog｡(；+i)=卿去=＃男‘偽圭,=，ｔ→０

－７ｒ

(2)loge(1＋工)券＝loge(1＋"）
工

であるから，これに(1)を用いると

limloge(,＋Ｚ)器＝,imloge('＋")＝，
Ｚ→Ｏ Ｚ→０｡ｒ

川｡g‘(卿('+z)券)=ＬⅧim('+ｚ)き=・Ｚ-.0

(3)(2)のｌｉｍ(1＋Z)器＝ｅは「z→＋O」のときも「z→－０」のときも成立．
Ｚ→０

．．．ｌｉｍ(1＋‘r)き＝ｅ
工→－O

ここで透=上とおくと"=妾で,ｚ→-0のとき,→-..であるからｙ

ｌｉｍ('+が=J製('+告)'=‘叫襲('+士)雪=・Ｚ→－０

らしんばん

命(3)で｢麺→+0｣を考えれば

狸('+芸)望一…………………………………………………-(判
もなりたつ一本問であたえられた条件の式，それに(1)，(2)，(3)と，この（＊）

が，実は「同じ内容」を表していることに注目!!－（＊）を「e」の定義とし

て川I2M3Iそして＃男午=1を示すこともでき鼠
以下これらを公式として用いてよい．

また，この「e」を底とする対数を「自然対数」といい「高校の微積分」では

底を省略して単に「logｚ」と書くことが多い．以下そのように書くことにする．

命歴史的には

煙('+芸)"=e("は自然数）………………………㈱
という極限値として「e」は導入された．
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この数列('+ザについては次のように考えるとよい

元金を１万円,利率芸,去年ごとの複利法とするそうすると１年間では”

回利息がつきその元利合計は('+麦)"万円と蝿

また(*)の('+差)壁についても同様に考えると,これは｢実数麺に対す

る利率÷妾年ごとの複利法による元利合計｣ということになふ

回関数の連続性

（１）連続・不連続

関数〃＝Ｚ2,3/＝ａｚ（α＞0)，Ｚ/＝ＳｉｎＺなどは，グラフがその定義域で切

れ目のない曲線になっている．

このような関数ｙ＝/(z）では，その定義域の任意の値αに対して

ｌｉｍ'(Jr)＝ず(α）
Ｚ→α

（lim／(６℃)＝lim／(z)＝/(α))……………………①
Ｚ→ａ－０ Ｚ→α＋０

が成り立つ．

一般に，関数z/＝/(z）の定義域のある値αに対して①をみたすとき

「関数〃＝ず(鉦）はjr＝αで連続である」という．

ところが鯛Ｕ①の(2)（p､34）で説明したように／(")＝ｚ－Ｌｒ］などは

lim(Ｚ一Ｍ）が存在せず，したがってα＝１に対して①は成立しない．
Ｚ→ｌ

「①が成立しなし､」というのは次の３つのいずれかの場合である．

（i）．f(α）が有限確定値として存在しない．

（ii）ｌｉｍ'(麺）が有限確定値として存在しない．
ｚ→α

（iii）．f(α）もｌｉｍ'(Jr）も有限確定値として存在するが，これらが等しく
Ｚ→α

なし､、

このような場合「ず(麺）は錘＝αで不連続である」という．

また,集合｛Jrlα≦鉦≦6｝を閉区間,集合｛Jrlα＜Jr＜b｝を開区間といい，

これらをそれぞれ［α,ｂ],（α,ｂ）で表す.その他にもたとえばα≦Ｚ＜６を
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｢扉一読】もう少し具体的に説明すると,たとえば整関数
／(〃)＝ａ０Ｚ"＋α,勿施－１＋………＋α"_,叶α〃

はすべての実数値に対して連続であり，分数関数の場合は分母をＯとしない

すべての実数値に対して連続である．

また，／(jr)＝､/玉~二~Ｉのような無理関数は，その定義域（Ｚ≧1）で連続で

ある.３角関数sin",cCs"は全実数値に対して,tan鐙は""±吾("は
任意の整数）を除くすべての実数値に対して連続であり，指数関数

α工(α＞０，αキ1)は全実数値に対して，対数関数logα工（α＞０，αキ1）は

〃＞０において連続である．

したがってこれらの関数は，その「定義域」ではどこでも連続であるとい

える．このような関数を「連続関数」という．

また，連続関数の合成関数は当然連続関数である．

らしんばん

命このように,高校数学で扱う関数は,特にことわりのない限り｢定義域｣で
「連続」なものがほとんどで，「不連続」が問題となるのは，〃の範囲によって，

いくつかの関数を「人工的」につなぎあわせた関数の「つなぎ目」に注目する場

合などが多い．（発展問題７（p､55）参照）
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（２）連続関数の性質
連続関数の重要な性質の１つとして次の定理が成り立つ．

－‐－－連続関数を扱う上での基礎となる定理

閉区間[α’6]で連続な関数／(釘）は次の性質をもつ．

(1)その区間での最大値〃および最小値加が存在する．

（最大値・最小値の存在定理）

(2)”くル＜Ｍである任意の実数ルに対して

ルー/(c）（α＜ｃ＜6）

となる実数ｃが少なくとも１つ存在する．（中間値の定理）

｢扉~河(1)(2)ともほとんど直観的に認める
ところである．

（l)は「閉区間以外の区間」では連続関数は

必ずしも最大値や最小値をもつとは限らない

ということである．

(2)はり＝/(Ｚ）のグラフを描くと，これは Ｊｌｑ

｢切れ目のない曲線」であるからｚの値をα

から６まで「連続的に」変化させてみると上に述べた状況がよくわかる．

らしんばん
mmlmmm卿鵬岬卿聯WiiWm聯i繍撫卿撫I…鰯､繍撫繍緬綱

Ｚ

司実をいうと上に述べた2つの定理の厳密な証明は｢実数の連続性｣とよばれ
る実数の基本的な性質と深く関連しており高校数学の範囲では手におえない．し

かしこれらの定理の主張するところは「直観的には」あまりにも明らかである．

したがってわれわれとしてはとりあえずのところこのことには目をつぶってハ

ナシを進めることにする．そうするとこれらの定理は「連続関数の重要な性質」

として

(1)－→「ロルの定理(p､89)」を出発点とする諸定理

(2)－→「積分に関する平均値の定理(p､188)」他

の根処を与えることになり，「微積分の理論構成」という点からもきわめて大き

な意味をもつことになる．

命「中間値の定理｣は一般には次のように表される．
－L定理１
関数／(z)が閉区間[α’６]で連続で／(α)キノ（６）であるとする．このときル

を／(α)と／(6)との間（中間）の任意の実数とすると

／(c)＝ﾉｾ（α＜ｃ＜6）．．……………･………………………(＊）

となるｃが少なくとも１つ存在する．



Ｚ

本文に述べた定理の(2)はこの表現のα’６を

最大値，最小値を与えるおの値jr1，ｚ２で置きか

えたときのハナシと考えればよい．（z,とｚ２と

の間に少なくとも１つのｃがある－前ページ

の図でいえばｃ２）

また（＊）でた＝Ｏにとると／(α）と／(6）

は異符号(/(α)．/(6)＜0）で，「方程式／(")＝０

がαと６との間に少なくとも１つの実数解をもつ」

もよく用いられる－p､１２９，１４９を参照．

ｙ

ための条件となりこの形で

第１章極限４５

ロ
『



｢扉~謡~I童α偽=s"とおくと"≧2のときは
ん＝１

α"＝S,ｍ－Ｓ"-,＝3"2-3('Z－１)2＝3(2"－１）

〃＝１のときは，α,＝3.12＝３だから，これは〃＝１のときも成り立つ．

．.．α"＝3(2"－１）（"≧1）

ゆえにα2胸＝3(4ﾙー と1）であるから

α2＋α4＋………＋α2"＝3Ｚ(4ルー1）
ん＝１

－３(4血;二L")=3(2"2+"）
同様にしてα2魚-'＝3(2(2ﾉﾔー 1)－１)＝3(4ルー3）であるから

α1＋α3＋………＋α2,,-1＝3五(4ﾉｾ－３）
ん＝１

＝3(4血;妾｣1-3")=3(2"２－"）

第３節

問題解法の研究
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発展J冒闘J題1踊有J理化
Ｊ
焔
Ｊ
蝋

』
》
唖
一
Ｊ
』
》
』
Ｊ
一
一
》

４６

iIIIIIlⅢ川Ⅲ1IillIlⅢl川liIlIⅢlIIlliⅢiIII川IⅢ1'1ⅢIⅢIIlIIIIIIiliIIⅢl川ⅢⅢIⅢlⅢIlIIIIIllMlIⅡIIIllillllMilⅢ'1Ⅲ11川'''11ⅢlⅢ1111ⅢlII11IIIlMl1川11ⅢⅢI|ⅢIIlIIIilIlIlIIIlIlﾘlIIIIIllⅡIIIIIlⅡIlIIIlIIlIIlIIlil

、′説

(有理化）

２〃

=何卿､/源千万十､”二両

よって求める極限値は

ｌｉｍ(,/犯万百千~訂一,/犯万百二~殉）
〃→o◎



＝,/~言lim
刀→◎ｏ

らしんばん
「~,..、ラ「

第 １ 章 極 限 ４ ７

偲辛Ｒ=潟-丹

命s蝿=急α″からα"を求めるには,"≧2と"='に分けて

鋤-|言刺"皇か……………………一…㈱
としなければならない．それは，（＊）が〃＝１では意味をもたないからである．

－これは「基礎解析」！！

発展F問J題２Ｔ漸化式と極而限

｢扉~詞](''数学的帰納法で示す．
〃＝，のとき，明らかに成立する．

〃＝た(≧2）のとき，α俺≧６（＞2）とすると

α魔十,－６＝α俺２－２－６≧６２－２－６＝(6-2)(6＋1)＞０

．．．α此+,＞６

よって，すべての自然数〃に対して

α"≧６

が成り立つ．

(2)α"＝α"-,2-2（〃≧2）よりα"-12＝α"＋２

これとα"+,＝α"２－２を与式に入れて

（α"2-2)一ｃ＝(α"＋2)(α"一c）

これを整理して

（c－２)(α"＋1)＝Ｏ

(1)よりα"≧６＞２ゆえ，α励十ｌキ０

．．．ｃ＝２



４８

(3)(2)であたえられた式より

α"+１－２＝α"-,2(α"－２）

α”－２＝α"-22(α"-,-2）

α,,-,-2＝α"-32(α"-2-2）

α４－２＝α22(α3-2）

α３－２＝α12(α2-2）

これらを辺々かけるのだが

αj､≧６＞２．．．ａＡ－２キ０（た＝３，………，〃）

であるから（α3-2)(α4-2)･･…………･(α"－２）が約されて

α"+,－２＝(α,α2………α〃-,)2(α2-2）．．………･…………………①

ここでα,α2………α"-,＝ルー，とおき

α2＝α１２－２＝６２－２，α"+１－２＝α"２－４

を代入すると①は

α"2-4＝p"-,2(62-4）

＆蒜一志=ケー‘＊(諾)２=６２－４+☆
ところで，α"≧６＞２より

ルー,≧６"－１＞2"言１，ｌｉｍ２"~'＝○○．.、ｌｉｍｐ"-,＝○○

’側☆=０≦狸(器)‘=ゲー４
らしんばん

命(3)で｢辺々かける｣という操作で，,､-‘‘=(α,α2………α,,-,)'を導いたが,こ
れは数列の処理のときよく用いる手法で，たとえば

α"一α刀-,＝6,,-,

α"-1-α"-2＝６"-２

α２－α,＝６，

を辺々加えると
刀－１

α"－α,==ｚ６鹿
角＝１

というのと原理的には同じ発想である．

(2)の式でα"－２＝z〃とおくと



〃〃＋１＝α〃-12工刀

で，両辺の対数をとると

第１章極限４９

〃〃＋１
－＝α〃-,2（(1)からｚ"，α"-,はすべて正）
Ｚ〃

logＺ"+１－logｚ"＝２１ｏｇα"－，

logｚ"－log工"－１＝２１０９α刀-２

ｌＯｇＺ３－ｌＯｇＺ２＝210ｇａｌ

これらを辺々加えて
〃－１

，．９６℃"+１－，｡ｇｚ２＝2ｚｌｏｇａ点＝２１ｏｇｐ"－１＝log，"－１２
Jb＝１

．．．，｡gjr"+,＝,｡ｇ(p’'-,2．z2）

．．ｚ"+,＝ｐ"-,2･jr2

これは(3)の①の式である．

このように対数ではかけ算がたし算にかわるという性質を考えてみれば，

｢辺々加える」と「辺々かける」が同じ発想であることが了解される．

蕊蕊議鶏蕊溌

｢扉~詞Ⅲ鯛①(p'7)参照!！
(1)数学的帰納法でα"+,＞α”を証明する．

まず，α,＝０，α"＞０（"≧2）は「帰納的に」明らかである．（.．､６＞0）

（i）α,＜α２は明らか

（ii）α庫_,＜α友（た≧2）と仮定すると

‘畔,-α偽=苦(‘偽2+6)一芸(‘蝿-,2+6）

一芸(α農十"-1)("-"-,)>０………………………①
．。．αたくαjh＋’

したがって，すべての自然数〃に対してα"＜α"+’となる．

すなわち｛α"｝は単調増加である．



5０

(2)〃＝１のときは，α,＝0＜１で成立する．

〃＝たのときα鹿くｌとすると

０＜α肉2＜１，０＜６＜ｌゆえαA2＋６＜２

‐‘偽判=当(α偽璽十6)<’
よって，すべての自然数〃に対してα"＜１

(3)｛α"｝は単調増加で上に有界ゆえ収束する．

そこで

ｌｉｍα"＝α
〃→ｃｃ

とおくと

伽蝿制=煙苦(α蝿墜十6)=芸{(煙｡蝿)2+６｝刀→ＣＯ

柵=妾(州へ‘'-2α+6=０
α〃くｌよりα≦１で，これをみたすαを求めて

α＝limα"＝１－､/'二万
刀→ＣＯ

らしんばん

命(1)の①の変形は｢定数6を消去するための変形｣である．
これを

“制-α催=告("'+6)-α‘

＝告(α蝿‘-2…)一芸{(｡農－１)２+6-1｝
とやると６が残って救い難いことになる．（右辺＞０が示せない）

司〃=苦(州),"=zのグﾗﾌを用いて,{・緬}の変化状態をしらべてみよ．

霞ニー間頴

鰯畷繊灘強潔;(惣識１惣 鰯

感蒜’職漉測泌蕊

磯;職鳶職灘



(2)α"＝，とすると，，ｉｍα"＝,ｉｍ－Ｌ＝,キ０だから
刀→｡。刀→。。α刀

０．

しかし，α"＝2''－１のときはｚα〃は発散するが，
刀＝１

｢扉~霊Ⅲ｛,）
Ｏ◎

すべての〃に対してα"キＯで国α,､が収束するから
〃＝１

ｌｉｍα"＝０
〃→ｃｃ

でなければならない．

したがって

ｌｉｍ－Ｌキ０
刀→ＣＯα〃

１
｜
の

函
図
画

Iま発散する．よって，

量－１も発散する．
刀＝１α刀

＝

第１章極限５１

婁去＃-屯-‘
となり，量-Ｌは収束する．

〃＝ｌα刀

１
｜
の

西
画
画

すなわち，Ｚα〃が発散するとき，
〃＝１

ともある．

|ま収束することも発散するこ

らしんばん
一幸子r六77W藤＝〒~r~示弓~7~戸~胃-77一馬丁－１

命(2)の,‘z腿=1,α風=2凧－１はどこからきたか．
Ｚα〃が確実に発散するように，とりあえずｌｉｍα"キＯの例をさがすことに
〃＝１ 〃→ｃｃ

する．

そ こで

「limα"=州は0でない定数で各α"幸0)ならば煙去=麦ｷ0」〃→ｃｃ

で，三一Ｌは発散する．
〃 ＝ｌα〃、

ここでは最も簡単な例としてα"＝１としてみた．

ところが,ｉｍα"=｡。(各α"ｷ0)ならば,ｉｍ]L=０となり，量ｌの収
冗→ＣＯ 刀→ｏｏα〃 〃＝ｌα刀

束・発散についてはわからない．上の例ではα"＝2"-’としたので収束したが

α"＝〃などとすれば発散する．



5２

。◎

回量(α鰯-ケ)が収束するためには
〃＝１

lim(α"－６")＝Ｏ…･……．．………………………………………①

が必要である．

「α＝6」または「|α|＜１かつ'61＜1」………･…･……･………②

のときに成り立つことは明らかである．そこで②以外のときをしらべてみる．

（i）｜α|≧１，αキ６のとき

｡蝿-ヶ=α凧(１－(号)蝿）
α蝿ｷ0,浬(号)蝿ｷ１－Ｍの収束･発散に関する定理｣(p１３)より

α＝６のときのみ等号が成立する－①は成立しない．

（ii）’61≧１，αキ６の場合も同様．

したがって，①が成立するための必要条件は②

で，逆に②が成り立つときは

α＝６ならば

Ｚ(α"－６")＝Ｏ
〃＝１

１α|＜1，’61＜１ならば
ＣＯｏＯ

ｚ(α"－６")＝Ｚα"一Ｚ６”
〃＝１ 刀＝１〃＝ｌ

ａ ６

雲I雲一。

ａ

１－ａ１－６

ＣＯ

となりＺ(α'@－6"）は収束する．（十分）
〃＝１

したがって求める範囲は②をみたす図の斜線部分（境界は除く）と直線

６＝αである．

らしんばん
､皿岬…､…mmmmm繍繍凧Ｉ

司上の解では｢量α"の収束とlinla,､=0｣に関する定理(p25)を用いて〃＝１ 〃→｡。

「①が必要である」というところから出発した．Ｚ(α"－６"）の部分和Ｓ"を考え
〃＝１



Ｊ＝

てもよいが

αキ１，６キ１のときは

ｓ"=Ｚ(α陰-ケ)=｡(+三芸）６(+ニデ）
〃

ん＝１

などとなってやりにくい．

命本文②の
「α＝6」または「|α|＜１かつ’61＜1」

の否定は

「αキ6」かつ「|α|≧１または’61≧l」

となる－命題に関する「ド・モルガンの法則」という．これはさらに２つに分

けられて

「αキ６かつ’α|≧1」または「αキ６かつ’61≧1」

となる－「分配則」という．

第〃部分和Ｓ〃を求めてみる．

(i）〃＝2"のとき

ｓ蝿=s圏"='+÷+号十淵十………+(号)"~!+告げ！

＝|'+号+(号)典+…+(号)卿~Ｈ１+号+(号)'+…+(号)耐Ｉ

(ii）〃＝2碗－１のとき

ｓ蝿=sz"-’=&鰯一昔Ｗ1-3-0=3("→｡｡,"→。｡）

３
’
５

１

("→○○，〃→○○）３
３
’
５

１
’

１

６
’
５

－

第 １ 章 極 限 ５ ３

｢扉~訂Iあたえられた無限級数をかきならべてみると

’+昔+号十き(号)+(号)２+昔(号)'+(号)｡+………

１－(言)”

加項

('+÷）

ＪＪ

加項



5４

（i)，（ii)より

ｌｉｍＳ"＝limS2流＝limS2加－１＝３

らしんばん

令本問を次のようにやってはいけない．

ｓ={'+号十(号)饗+……}+÷'１+号十(号)塑十………｝

‐(叶告)T署－，
なぜかというと，２１ページで説明したように，無限級数では「加える順序を

かえてはならない」からである．

参考までにもう１つ例をあげておくと

計sin等÷￥+歩乎+0+会(-号)+余(-¥)+０

＋寺争+………………(*）

二こで,齢sin等=S"とおいて"=伽伽十1,伽十2伽十3,伽十４，
伽十５に対してＳ〃を求めるのだがまずＳ６加は

ｓ"=(告十歩一歩一計早く'十券十歩十……+赤）

一号芋４－写(…一重｜
これを用いるとＳ６加十l～Ｓ６耐十５が順次求められてこれを用いるとＳ６"+l～Ｓ６滅十５

ｓ…=s・緬十2．器!写●－

ｓ…=s…!+蒜転乎
Ｓ６加十3＝Ｓ６加十2＋0

１，/－百
Ｓ６"+4＝S6漉十３－回読両.－す

１，/~汀
Ｓ６加十5＝Ｓ６ｍ十４－２６加十５２

一平("一・・．"一｡｡）

計sin等=い=￥
であることがわかる．

この場合には〃＝伽，伽十１，伽十２，伽十３，６"z＋４，伽十５（起こりうる

すべての場合）に対する第〃部分和を求め，〃→CＯ（"z→CO）のときそれらが一

致することを確認した上でないと「和」を求めたことにはならないわけである．



第１章極限５５

発展問題７－r"の極限と関J数のJ連続性

ｉｆ関数JjJhFJJJJJ式#恥fJJJJ瓜Ｊ１則れ』JF亜ＩＪＪｆ?LmJ十J無JJJH

JJ心)=胸三雲土蒜皇署､雲HJJⅡＪＪ…………~爺…(揺鎌H岬JJ f 妖 … E … …

が,ずべての実撫にらいて連続に塊』よ弓J鉱Ⅱめ定数〃の最小値
を求め〆そのときの関数のグラフをかけ.ＥＪＴ

｢扉~誘I／(麺)でまず注目することはこの式に混入している"が
｢"→○○」であること！！－〃を除くことからハナシがはじまる．

（i）Ｍ＜１のとき

勿刀→０，．℃"+'→０（"→○○）

＊加)=0+(;尋当､"=ｓＭ(通ｷ±Ｄ
（ii）｜"|＞ｌのとき

"峠!+(壁2-,)si…叶(歩一歩)si…
Ｊ－－（orキO）ｏｒ〃＋〃2－１－ ，十一Ｌ－－１

．ｒ刀－２．℃〃

ここで

ん→0,歩→０("→｡｡）
であるから

／(.』r)＝叶(0-0)sｉｎ”
１＋０－０

＝Ｚ

（iiiリ。r＝ｌのとき，／(1)＝ｌ

（iv）Ｚ＝－１のとき

(－１)"+1＋{(－１)２－１}Sｉｎ(－α)－（－１)"+’
（－1)"＋(－１)2－’一弐一一Fこり”＝－１

であるから

／(－１)＝－１

以上の考察で

’3二崩言剛三:n‘躯|連続Ⅲ
であるから，／は）の連続性が問題になるのは(iii)，

る．

(iv)のｚ＝±１のときであ



Ｚ

"＝１で／(z）が連続であるための条件は

ｌｉｍ／(Ｚ)＝lim／(z)＝/(1)
Ｘ→１－０Ｘ→ｌ＋０

．．．ｌｉｍｓｉｎ”＝ｌｉｍｊｒ＝１．｡．ｓｉｎα＝１
Ｘ→１－０Ｘ→１＋０

同様にＺ＝－１で／(ｊr）が連続であるための条件を求めると

ｌｉｍ／(工)＝ｌｉｍ／(")＝/(－１）
Ｘ→－１－０Ｘ→－１＋０

．．．ｌｉｍ｡r＝ｌｉｍｓｉｎ”＝一ｌ
ｘ→－１－０Ｘ→－１＋０

．．．ｓｉｎα＝１ ３／

いずれにしても求める条件はｓｉｎα＝１で，

これをみたす正で最小のαの値は

元

α＝-百
、
４

Ｆ
」

5６

となり，このαの値に対する／は）は

ﾊﾙ|ﾂ制'≦｡
で，そのグラフは右図のようになる．

らしんばん

亀／(麺)がz=αで連続であるための勅／(麺)が錘=αで連続であるための条件は
ｌｉｍ／(Ｚ)＝/(α）

すなわち

鯉｡f(錘)=期0'(錘)=(α）
で，このことについてはすでに説明した－p,４２参照のこと．

命類題をあげておく．

伽)=器芸幸器芸当(0≦璽く箸）
のとき／(jr)＝lim/h(z）としてｙ＝/(jr）のグラフを描いてみよう．

いまｔａｎｚ＝／とおくと/は負でない実数をすべてとりうるから，これは次の

ように場合を分けて考える．

（i'０≦露くｒのとき:0≦'<'で#卿→0("→｡｡）
．．．／(z)＝lim/h(妬)＝１

Ｉｉｉｌ”=牙のとき:‘='で/(牙)=÷



■■■■

伽牙く麺く音のとき:'>'で曲。｡("→｡。）’▲

柚③＝';対
ノ

ー,２+１－ta黒二，（"→｡｡）
ｓｉｎ２Ｚ

＝COS2ZtanZ＝ＣＯＳＺＳｉｎＺ＝
２

以上より，グラフは図のようになる－グラフ

でもわかるようにこの関数はｚ＝琴で不連続でル

回⑪△｡B偽_‘B,=芸mmsin2Z〃
＝舌(１－￥)(,_美)sin等

，′説

砂#f霧と寸嘩

もわかるようにこの関数はｚ=才で不連続である．これを計算で確かめる．
ｌｉｍ／(")＝１

無剛喫|野ﾙ'が存飢紬
ｘ器－０

しかし,このときの関数値/(壬)は存在して,上の'でも告でもない値

銅i亜孔躍1彩升〃鍵

/(牙片
であるところがおもしろい．

灘Ｉ瀧;ﾘI鱒;に磯耐秘

第 １ 章 極 限 ５ ７

召燃はヰ

△（）Ｂみ一,脇』

龍蕊愁』

蕊温珍浄寵歯

刺
ｉ
Ｊ

①Ａ鼓ｆにJａ 脚



一
一

一

敏 獣 が ご ソ い

ヨ ー 】
Ｍ Ｐ ○ 田 野 ‐ ］ 国 諏

討 Ⅱ 】

（ い ） 労 斡 削 隠 ｄ 国 蒜 ‐ 』 国 討 ‐ 離 辿 秘 ｒ 計 黙 。 ． Ｍ 苫 国 諏 ‐ 団 諦

野 Ⅱ 】

が ｓ 醗 仙 一 十 （ ． ｅ ｓ 甜 淑 即 竺 通 斗 が 峠 Ｊ 一 、 ↑ Ｊ バ ラ 〈 ．

Ｉ 叶 一 （ 】 十 斗 ） Ｉ （ 小 十 斗 ） 幸 蛾 一 旨 瑠
ロ 肌 寿 肌 菖 ｌ ご

Ⅱ 叶 一 （ 】 ＋ 非 ） （ 雪 Ｉ ］ ） Ｉ （ 小 十 斗 ） 噂 十 斗 ￥ 瞳 一 の 旨 瓶

Ｉ 叶 （ 隠 刈 Ｆ ） （ 過 上 の 旨 窄

刷 剛 副 Ｉ ｑ 刷 副 十 ｑ 里 １ 画 目 副 自 涛 ８ の 蒲

Ⅱ （ 弓 到 ｌ 司 涛 ） 塵 十 画 目 可 ・ 司 涛 （ 〒 ８ の 噸 ）

」 ： ～ １ ， へ ］ １ ８ ， 噸 一 … ：

一Ⅱ 誹 十 』 ・ Ｐ ○ 国 毒 ‐ 団 涛 ．

函
|

ｰ
一

括
一

へ
＞

諺 の

汁 卜 渉 菟 誌 Ｉ ｍ Ｓ 銃 昨

言 Ｍ し ○ 国 毒 ‐ 団 涛 Ⅱ 叶 宿 （ 】 １ 斗 ） （ （ 抑 半 ） ・ 琴 一

劃 － 】

劃 ↓ ８ 野 Ⅱ 》

愚

鰯

＞ 好

（ 葛 十 ］ × 葛 ｌ ］ ）

催 白 ヱ ｓ 非

＞ い
旨

R
⑨

＞ ②

乱匡

ー
～

9
9
1
司

・ 国 司

圏 ロ ー
苫

一
一

一

葛 （ ミ ー 己

心
｡

、 の

＋

:ﾐ.|
－ ●

の 旨・ 電信

劃

／ 菖
僧

ｅ

の ョ （ 鋼 ）

（ 噸 ）

旨 （ 苫 ｌ ］ ） Ｇ 言 ｌ ］ ）
僻

画 叶 叫 庁 室 ㈹ 理 秘 斗

ピ
、

画 〕 好 ’ ○

＞ 酢
。

》

気
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また， "豆両面;亀="而璽="('一等)2→0("→｡｡)であるから
刀 〃一ｌ

ｌｉｍＺ〃Ｂ倉－，Ｂ々2＝ｌｉｍＺ〃Ｂ庫-,Ｂ食２
刀→。◎ん＝１刀→。・ん＝１

_煙菖怯十伽噸)△｡B山｜
-煙'?+物闘菖△｡B山Ｉ ……………②

ここで薯=8とすると

”上言ff号Ｌ"而云需呈,)=州､８面圭百百

＝岬(竿)T手士詞("‘="等=2施）

＝2両(竿>蒜諏
一→汀（"→ＣＯならばβ→O）

であるから(1)の結果とあわせて②より

，im全"ｎ房'=,+州号=,+等刀→。◎ん＝１

らしんばん
ー一一一一一－ 一 一 一 一 一 ~ 司

令(2)は(')を利用せずに①をｽﾅｵに計算して求めることもできる．

E両面２=毒十2(,_￥)(１－号)(,_c､s等）

”２=毒十2(,_cos等)(等一 糾茅）
2〃＋１

堂"面三面2=,+2"(l-cos等）

×{("+')-(2"+基"+')+("+'器"+')｝

訓哨博伽十D伴十等Ｉ



撚
蕊
識
秘
蛎

溌
灘
溌
一
識

Ｊ
噸
Ｊ
溌

葬
溌
職
聯
稗

群
鯛
鞠
謎
一

議
織
溌
叫
鍵
一
一

鍛
撚
臓
灘

Ｊ
葱
鮒
繊

ｌ－ｃｏｓ２Ｚ

='+8'『璽再FァL半(１－等十等)……(*'
一'+8燕'÷Ｌ('－１+÷)='+等("一・｡,等→0）

Ｉ騨司孟剃

鰯
Ⅲ
蕊
溌
溌
溌

難
蹴
鞠
卿

一
駿
三
織
識
迩

溌
識
藷
縦

懲
一
議
鐸
叩

謹
醗
一
撒
総
鋤

砺
蝋
雛
獅

鱒
鞍
織
蕊

6０

＝(陶餅吉2)=(縄)偽く］
．．．αん+,＜１

よって，すべての自然数〃に対してα"＜１となる．

(2)α"+,＝(1＋22＋……＋"")＋("＋1)"+’
（"＋2)"+’

j認;織讃溌溌毒

<(備十+緋去Ｍ１

｢扉~謡~l(')数学的帰納法で証明する。
”='のときは川=南=苦く’

１＋22＋33＋………＋たん

（ﾙ＋1)庵＜１とするとαん＝

１＋22＋33＋,…..…＋だ為＜(た＋,)ん

であるから

１＋22＋33＋……＋冷肉十(た＋,)点十，
α角＋１＝

（ん＋2)ん+’

悪鍵展皿悶i願Ⅱ 蕊
蕊
燕
審
鞭
騨
溌
鎧
慾
驚
鍵
溺
満
蕊
溌
蕊
鍔
翰
溌

溌
蕊
蕊
蕊
蕊
溌
錐
溌
＃
職
蕊
遥
蕊
蕊
蕊

撚
一
雛
一
一
い
謝
瀞
蕊
一
一
識
蕊
雄
一

熱
一
癖
凝
熱
獄
釦
趨
溌
繊
蕪
認
識
撫
撫
雛
燃

幽
討
：
：
間
§
§
蝋
…
：
崎

士
爵
溌
蕊
雛
説
塞
撚
瀧
懲
瀧
溌
溌
一
篤
撚

溌
識
蕊
蕊
織
議
軽
燕
豊
溌
蕊
謝
灘
蕊
識
鑑

識
熟
議
凝
議
鍵
溌
蕊
織
識
溌

蕊
蕊
調
蕊
綴
欝
蒸
溌
驚
議
綴
一
撚
蕊
総
騨
溌

皿
一
蝋
瑚
溌
歴
灘
一
繊
憾
蕊
一

蕊
灘
蕊
数
溌
蕊
灘

熟
職
蕊
患
裁
一
謹
綴
裁
薮

磯
蝋
樋
口
》
Ｊ
一
蹴
》
巨
講
恥
蕊
卿

灘
識
嬢
溌
溌
》
蟻
撚
聴
溌

灘
鑑
識
蕊
灘
蕊
灘

'5･ﾆー .-ざ･_､-.,,,...,,..,



らしんばん

命本間(,)は2項定理を知っていれば,次のように処理してもよい
（"＋')'m＝""＋"Ｃｌ.""－１＋"C2.""~2＋………＋"C"-2.,02＋"C"－，.〃＋，

≧〃"＋〃"~’＋〃"~2＋……………＋〃２＋〃＋,…（＊）

＞""＋("－１)"~'十("－２)"-2＋….….＋２２＋，………(**）

両辺を（〃＋,)”でわると

１＋２２＋………＋〃〃

α"＝（"＋l)”＜１

またすべての"についてα卿>０，α‘=芸く,であるから(2)を先に示しておけ
ばα"－１＜’を仮定することにより

〃〃－１

α"=て万千Iｱｧい~!+灘)<石芸三h所デ(,+"）
‐("寿一(☆)"_!<]("≧2）

ところが与式より

’＋22＋………＋〃"＝(〃＋,)"α”

であるから

α"+1＝("＋,)"α"＋(〃＋,)"+,－（"＋,)”
（"＋2)"+１－("＋2)"+，

．{α"＋(〃＋1)｝

すなわち「帰納的に」α"＜１がいえて，（１）はいくらか簡単に示される．

翁(3)を示すだけなら上の不等式(*)と(**)の関係から
〃刀十”刀－１＋〃"－２＋・….….…＋〃2＋〃＋１

(3)(2)より

〃〃－１

α宛＝而干Iァ･(α"－１＋"）（"≧2）
Ｏ＜α"-,＜１ゆえ

〃〃一’

７両可(0+")<α厭く惹苛('+")=(☆)塵￥

＆内く鱗く卿('+妾)………①
ここで臓川らしんばん｣(p４１)の公式より狸('+妾)副=‘であ

るから,①の両辺は"→｡｡のとき,その極限値がちとなり
１
１
｜
ｅ

｜
｜

〃α伽
》

第１章極限６１



６２

＞〃"＋("－１)"~'＋("－２)"~2十･･･……＋22＋12＞〃〃

辺々 を（"＋1)”で割ると

而竿iｧ{'+去十(会)’十……+(妾)"-1+剛>‘蝿>而竿;ァ
Ⅱ

'一(妾)州
'一上

〃

(初項山公比:会の等比数列）

禰壷ｗW
ここで"→｡｡とすると('+会)緬一9,弟０，

＊狸｡蝿=芸(｢はさみうち｣）
とやることもできる．

龍-‐間口Ⅷ

e;)雁判－０

，′説｢扉~謡］まず帥)を求めたい.あたえられた漸化式から｢等比関数
列」を導くことを考える．

九(z)＋(”＋9)＝Ｚ{ん_,(z)＋(ルー1)＋9)｝…………………①

となるような定数p’９がみつかれば，関数列｛た(工)＋加十9｝はＺを公比

とする等比関数列となるので

ん(")＋加十９＝(/i(Ｚ)＋p＋9)･勿刀－１……………………………②

から九(z）が求まる．

そこで，①を整理して



九(z)＝城-,(")＋p('2-1)叶伽一”－９

＝蛾-,(")＋p(Ｚ－１)〃＋qは－１)一虹

これと与えられた漸化式を比較して

ｐ(Ｚ－１)＝１，９(ｚ－１)一”＝ｏ

工キ１ゆえ

’=万三ｒ‘=而竺了
したがって，②より

た(錘)+☆+Ｔ房竺Ｔ

＝{而些Iｧ+点十万三,ｧ}唾蝿-1=石等

Ⅷ(垂)=浩芸-台
となる．

/;､(金)－２e-e器 １

"2~{"(e器－１)}2"(金－１)
●●

隅今'='で,ﾙー会とおくと

第１章極限６３

lim〃(e券－１)＝１
〃→cｃ

lim
〃→。。 狸'=些后上＋2(e-'）〃２

らしんばん
『二二二＝二二二二了三三一弓一三一三一童＝:~冒一｝

司本問でＭ麺)+('"+‘)=錘{/;､-1(鉱)+(，("－１)+,)｝
たが，それは与えられた漸化式が

た(jr)＝城-,(z)＋〃

〃のｌ次式

となるｐ，ｑを求め

であったからで，もし

た(z)＝蛾－，(jr)＋（〃－１)２

１１

〃の２次式

のように与えられるならば

パ､(z)＋(伽2＋9"＋γ)＝Ｚ{/h_,(ｊr)＋(p("－１)2＋q("－１)＋γ)｝

となる'’９，γを求めることになる．

実際にこれを計算すると

，=古‘=(ｚ_,)減=(芸圭古，
２



6４

となる．

命乃(麺)=α"と簡略においてみるとあたえられた漸化式は
α,､＝zα"-,＋〃……･……………………･…………･………………（＊）

で，以下基礎解析で学んだように

α"+,＝zα施十(〃＋1）………･……………･･…･…………･…･……(**）

として（＊＊）から（＊）を引けば

α"+,一α"＝z(α"－α"_,)＋l

ここでα"+,一α"＝6〃とおくと

６"＝功"-,＋１

となり，この漸化式から６，があたえられれば６〃は求められるので
〃－１

／;m(z)＝α"＝α,＋Ｚ6点
ん＝１

で伽)を求めることもできる(6鰯=等子となる）

津
瀞
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