
第２章

微分法とその応用

r平均値例定理』は

r関数側増減｣燈調べる根拠セあたえる．

こαにと倉利用じてrグラフ』倉描こう．

一関数例具体的な姿が

視覚的にとらえられる"
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r基礎解析」亜唖謬麺皿皿唖電
遍塞Ｌ－－

「微積分学」が，「変化」や「運動」に関する学問であり，その土台が

｢関数」と「極限」の概念であること，特に「微分法」についていえば「導

関数」を調べることにより「関数の増減」の状況を知ることができることな

どはすでに「基礎解析」で整関数を対象として学んだことがらである．

ここでは，それに加えて「分数関数｣，「無理関数｣，「３角関数｣，「指数・

対数関数｣，あるいはこれらの関数で合成された関数の「微分法」からハナ

シを展開する．

この章で学ぶ内容を簡単に整理すると大きく分けて次の４点である．

(i）「基本公式」について－「基礎解析」で学んだことがらが基本になる

ことはいうまでもないが，対象として扱う関数の「特殊性」をうまく利用し

て，新しい「微分の方法」や「公式」が登場することになる．

(ii）「関数の増減」と「平均値の定理」について－「平均値の定理」を学

ぶことにより「関数の増減」に関するイメージをより明確に把握する．

(iiO「関数のグラフ」をよりくわしく描くことについて－「導関数の符号

変化」を調べることにより，「関数の増減」がわかる．それに加えて，「第２

次導関数の符号変化」を調べることにより，「グラフの凹凸」の状態もわか

る．

さらに「漸近線」があれば，それも求めて，できるだけくわしい‘情報のも

とに「関数の具体的な姿」をとらえる方法を研究する．

(iv）以上の応用として－「方程式・不等式への応用」「近似式と関数の級

数展開への応用」などについて考えてみる．

－これらを学ぶことを通して「微分法の基礎概念」についての理解をより

深め，「微分法とその周辺の諸問題」を解決する方法を研究するのが，この

章の主な目的である．なお，次の章ではこの章で学ぶ微分法の「逆演算」が

でてくるので，特に心してキッチリと理解し，よく「使いこなせる」ように

なっておかなければならない．



lllIlllIilllⅢlIlllWilllIⅡllilIlll1illllllllMlllillI1IIl川llllil1ilIl川ilIil1liIiIlIIlllIlll1lliI川liil''''1'1|ⅡIilI1Iilll1ill

第１節

微分法

第２章微分法とその応用67

1111|ⅡillllllIlIlIlllI'''''''''1lIllllllIlllllllllllllIllⅡIIIIlIllIillIllllⅡlI11IllIIIlIIlIIIl

''''1111川ｉＩＩｌ川川|IⅡll1IIIlⅡIIIIII川I1l1川lillⅡlllll川{llllII1lliIlllIIilillliI|ⅡIlIIlHIii川iilll則iⅡIlilillIllllIｌｌｌｌｌ１Ｉｌ川liIIlllllⅡ|Ⅱ1ＩｌＩｌ川lllli1llllⅡliIi1l1llIlIllIlllilIIllIil1111111111111111111111IlIIillil川|||ⅡlIlⅡ''1川川l1lil川IllllIIIlll川１

彦

まず，「微分係数の定義｣，「導関数の定義｣，「関数の連続性」などの基本概念

について説明し，次に「基礎解析」ではあつかわなかった部分での「微分法の基

本公式」のまとめ，その上で「３角関数，指数・対数関数についての微分法」と

いう手順で解説する．

回基本概念について
関数／(z）の定義域に属する釘の値αに対して，

，ｉｍ'(α＋h)－ず(α）
ん→０ｈ

（叶吻=錘とおくとlimrf(麺)-ず(｡)とも書ける)……①Ｚ→αＪｒ－ａ

が存在するとき，その極限値を／(Ｚ）のｚ＝αにおける「微分係数（略し

て微係数ともいう)」といいが'(α）で表す．また，このとき／(z）は

｢Ｚ＝αにおいて微分可能である」という．

ある区間’に属するすべてのｚの値において／(〃）が微分可能であると

き，／(工）は「区間’で微分可能である」という．このとき区間’のあるｊｒ

の値に対する微分係数.f'(jr）は，その区間’で定義されたJrの関数である

ので，これを／(Ｚ）の「導関数」という．／(砥）の導関数／'(z）を求めるこ

とを「ず(Jr）を（麺で）微分する」という・

導関数／'(z）は次の式で定義される・

ず,(錘)=卿'(錘十祭-ず(垂)(=隅如+釜-/(通)）
圏αを定数とするとき／,(α）は定数であり，Ｚを変数とするときの／'("）はＺ
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の関数である．混同しないように注意しなければならない．

ここまではすでに「基礎解析」で学んだことがらである．

以上のことをふまえた上で「関数の連続性」と「微分可能性」の関係について

述べる．

ある区間で微分可

逆はなりたたない

－－－連続と微分可能性につい

能な関数はその区間において連続であ

●

ての定1塁－－

る．しかしこの

｢扉~詞関数,=/(麺)の葱の増分血に対する,の増分4,は
４３/＝/(叶血)一/("）

で，関数〃＝/(z）が微分可能ならば

limル+血)-/(z)=隅芸=(z）“→０４Ｚｊ鏡６４ｚ ヵ鎖６４ｊｒノ、‘ルノ

が有限確定値として存在するから，

隅4,=Ｉ製(芸山)=/伽=０
すなわち，

ｌｉｍ{/(勿十血)－/(Ｚ)}＝０．．．ｌｉｍ／(叶血)＝/(jr）

となり，／(工）は連続である．

「逆はなりたたない」－－連続であっても微分可能とは限らない－こと

を証明するには，反例を１つあげれば十分である．いま関数

/(非…'=|_洞|鰯≧2)…－②
について考えてみよう．この関数／(z）についてはｙ

２

／(2)＝lim／(")＝lim／(Ｚ)＝Ｏ
工→２－ｏ ｚ→２＋０

で，／(‘r）はｚ＝２で連続である．

ところが

ｚ≦２のときは

ｌｉｍ／(工)－/(2)＝,ｉｍ－Ｚ(Ｚ－２）
工→2-0Ｚ－２Ｚ→2-0Ｚ－２

＝嬰聖｡(-麺)＝－２
Ｚ≧２のときは

ｌｉｍ／(z)一/(2)＝,ｉｍＺ(z－２）
工→2+０Ｚ－２Ｚ→2+OＺ－２

Ｚ

1ｉｍｚ＝２
Ｚ→２＋０

傾き；－２
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で，この２つの値が等しくならない．

すなわち，／'(2）は存在しない．したがって，②はｚ＝２で「連続」であ

るが「微分不可能」である．

なお，この関数はｚ＝0（原点）でも同様に「連続」ではあるが「微分不

可能」である－上の方法にならって確かめておくとよい．

らしんばん

命''(α)の存在について－｢微分係数の定義｣①(p67)で説明する．
①のノク→０（あるいはＺ→α）は，〃が限りなくＯに近づく（あるいはjrが限り

なくαに近づく）ということであるが，これは

｜鰯雲:|親|:蝋:鯛に鴛淵
の２通りの場合を考えればよく，これらのことは「lim」の記号を用いて次のよ

うに表される．

（A):｝鶏/(α+釜~/(α)(または肌等三三'９１)……(*）

⑧:隅如+釜-ﾙ)(または鵬些舞u)……㈱
そして,:この２つの値がそれぞれ有限確定値として存在するとき，

｜(墓|議二:蹴蹴募鰯鯛割ｌ
という．「ず(鉦）がJr＝αにおいて微分可能である」というのは，この２つの値

が有限確定値として存在してしかも一致するとき」のことで，この値を／'(α）

と表す．（ただし，閉区間の端点の場合は特別にその状況にあわせて「右方微分

可能｣，「左方微分可能」のように表すものとする.）

したがって①で，「極限値が存在する」ということは，すでに(＊)，（＊＊)の

両方が「有限確定」でしかも「等しい」ということが含まれているわけである．

要するに微分可能というのは，グラフでいうと曲線がナメラカでトンガラない

ことを意味している．

鯛■一一

次の関数のＺ＝Ｏにおける「連続性」と「微分可能性」を調べよ．

uw'妻|;憩州…戒｛蝿ｷ①
｢爾~毒、(1)まず､｢微分係数の定義｣にしたがって/'(0)の存在につ
いて調べる．



7０

卿/(三三f(0)=卿sin差
この極限値は定まらないから／'(0）は存在しない．すなわち／("）は，

z＝ｏにおいて微分不可能である．しかし／(z）は，Ｚ＝０で連続かもしれ

ない．そこで連続‘性について調べる．

”ｷ0のときlsin妾|≦,ゆえ|亜sin会|≦|麺｜

，，≦関|延sin妾|≦帥|=０叫呼sin会=0(=川
これは／(〃）が，

リ１W'(錘)=.f(0）
をみたすことを示している．

すなわち，／(Ｚ）はｚ＝０で連続である．

(2)これは(1)を利用する．

＃男，(三三:(0)=嬰鍾sin士=0(川）Ⅷ0)=０
ゆえにｚ＝Ｏにおいて微分可能であり，したがって当然連続である．

らしんばん
仮誌.F示而示寺~?両三〒~7テー宗ﾃー ﾏ雨”『７示丙赤W、

命このような問題は,ダﾗﾌによる視覚的な判断ではなく,定義にしたがって
キッチリと確認しなければならない．

回微分法の基本公式
以下，特にことわりのない限り関数は微分可能とする．

（１）積，商の微分法

｢蝉I葱j函忌宴商擬
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｢Ｉ毒一読~'''１’=/(垂)‘い"=/(麺),，=9(麺)とするとき,〃の増分
血に対する〃，ひの増分をそれぞれ４"，４２ﾉとすると

血＝/(jr＋血)－/(z）．．．／(叶血)＝/(z)＋４"＝〃＋４〃

同様にして

ｇ(x＋血)＝ひ＋４２ノ

であるから，４釘に対する〃の増分４３/は

４３/＝/(叶4")g(叶血)－/(")g("）

＝(〃＋血)(〃＋４２ﾉ)一"ひ

＝』〃・ひ＋〃･４２ﾉ＋４〃･４２ノ

‘釜=劣妙柵劣十芳山
これを用いて，ｚ/'を求めると，

ｇ'＝ｌｉｍ４』Ｌ
“-.0』ｚ

＝(隅劣押+"〈隅釜)+(隅芸)伽4,）
＝〃'ひ＋〃zﾉ′

（g(Ｚ）は連続だからｌｉｍ４Ｚノーlim{g(叶4Ｚ)－９(Ｚ)}＝O）
ｄＺ→０』工→０

すなわち，

（/(z)g(z))'＝/'(Ｚ)g(z)＋/(z)g'("）

(2)(1)の積の導関数を利用すると

（卿=(肋方)=川方十/い(六)……①

となり,結局(方)を求めればよいことがわかみ

そこで,"=方として川と同様に

釜=六{,(塑呈血)一心｝
－ｇ(〃)－９(叶血）

－血．g(工)g(叶血）

－９(〃＋血)－９(z） １

ｌｉｍ４且
“→０４〃

を計算すると

血ｇ(z)g(叶4z）

≦(制=隅釜一T器………………………②
が得られ，これを①にいれればよい．



（２）合成関数の微分法とその応用
次に示す「合成関数の微分法」は重要でなかなか便利な定理である．

この定理を用いると，「逆関数の微分法｣，「媒介変数（パラメーター）で

表された関数の微分法」などがただちに導かれる－これらについては１ま

とめにして理解しておくとよい．

一匡恰同国剖欲T〆TVuuT△ﾐ＋

らしんばん

翁(1)を２回用いると,ﾊﾅｼは次のように拡張される．
｛/(工)g(z)"(z)}'＝{/(z)g(Ｚ)･伽)}′

＝/'(z)g(z)ﾉz(z)＋/(z)g'(jr)"(z)＋/(z)g(.r)力'(z）

証明しておくとよい．

翁(2)について－次の形をしっかりとつかむこと

（藷)'=(分子)《分母)-(分子)(分母ｙ（分母)２

なお②はこの公式(2)の特別な場合(/(")＝１とおいてみよ.）で，次に学ぶ

「合成関数の微分法」と「対数微分法（p､85)」がわかれば比較的簡単に導かれ

る．

あるいは｡方の微分可能性が保証されれば,，(か方='の両辺を微分
して

α(通)方十，(露)(六)=０（積の微分法）

＊(志)－T器

－－合成関数の微分法一

’='(鯉),"=，(麺)の導関数をそれぞれ器,藍とすると急

成関数,=Ｍｒ))の導関数墓は
里虹＝型Ｌ里I型….….………….……………………………①
〔Zｒα四〔Ｚｒ

で与えられる．

7２

｜‐二一一-－－－－－－－－－－－－一一」

とすることもできる．

｢扉一読~I”の増分4麺に対する肌，の増分を４Ｍ,とすると

釜=舟釜＊器=隅芸=隅(劣一釜)…②

凸
匡



ここで，〃＝g(z）が導関数をもつから②で

隅劣=l聾，(叶劣－，(鐙)(=器）
が存在し，したがって血→Ｏのとき血は

〃＝g(叶血)－９(.r）

－，(叶鐙－，(鐙)j迩一０
でなければならない．このことから②で

｝裂劣=鵬釜(=器）
も存在する．

第２章微分法とその応用７３

・血＝,ｉｍ４』L＝,ｉｍ４Ｌ・lim4z4＝_glLgIz4
．．血“→ｏ４ｚ４ｕ→０４〃４ｚ→oｊＺ血”

らしんばん
「ー

命4鰯についてＭｒｷ0として0に近づけるのであるが,このとき血につい
ては血キＯという保証はない．したがって上の証明は実は不完全であり，血

＝Ｏのときの説明が必要になるが，この場合もふくめての完全な証明は高校数学

の範囲をこえるので，ここではふれないことにする．

また，①の右辺を「形式的に」約分すると

器×筈=髪
で，「形式的に」左辺と同じ形になる－これがこの表現の「すごい」ところで，

「積分」を学ぶときにさらにその「ありがたさ」がわかることになる．

なお，〃＝(z2-叶1)４などについては，ｊｒ２－勿十1＝〃とおけば

皇=器筈=4州－１)=4(麹2-叶lw2麺－１）
であるが，慣れてくれば

｛(麺２－〃＋1)4}'＝4(z2-叶1)3.(2jr-1）

などのように置き換えないで直接やれるようになる．

翁「逆関数の微分法｣－'=/(麺)の逆関数は,（')ｷ0のとき微分可能で，
この導関数を求めるには

Ｚ＝/(z/)(<＝＞ｙ＝/－１(z)）

の両辺を〃で微分する（合成関数の微分法)．

釜(=')=w器=芳豊′：=士=赤一側
面

(ただし､蓋ｷ0とする）
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藍が奇とたがいに逆数の関係となっていることに注目!!－｢形式的
に」分数計算に対応していておもしろい．

なお（＊）の／'(y）は，／'(工）のＺをz/で置きかえたものである．ところが

求めるものは豊(,=八通)を遜で微分した式)であるから結果は露の式と

して与えられなければなら紬すなわちこれは八六通))(方の砥に
/－１(工）を代入したもの）となる．

たとえば／(Z)＝Ｚ２(お≧O）の逆関数／－１(工)＝､/~5Ｆは／'(")＝2Ｚキ0,すなわち

Ｚキ０のとき微分可能で

仰=ホー先=六
となる．

奄「媒介変数(パﾗﾒー ﾀー )表示による関数の微分法｣－錘とｙとの関係

がパﾗﾒーﾀー'を用いてz=肌,=,(')で定義されているとき,砦を求
めるにはどうすればよいか－それには「合成関数の微分法」と（＊）をあわせて

用いればよい．

‐ｇＩｌＬ

器=芳器=器（ただし寄雫0のとき）
所

これについても，「形式的に」分数計算と同じである．

以下蝿でその使い方を具体的に解説する．

次の関数を微分せよ．

(1)ｙ＝Ｚｐ（ｐは有理数，Ｚ＞O）

③,-鍔幸誇(璽豊く"奥）

臓企

(2)ｚ/＝§/匠亘二元~干丁

｢扉~謡］('１，は有理数であるから,'=署("は整数,”は正整数）
とおくことができる．

このとき

３/＝〃'＝我．．．ｙ"＝z碗

「合成関数の微分法」を用いて両辺をｚで微分すれば，
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〃､/刀－１〃'＝加勿流－１

”，=７７=万Ｆ１戸
＝署･"(鰯－１１－半=畷･韮腎-1=〃'-1

3/＝("２－叶1)：…･……………..………………………………①

"禦地H‘降職-助訓１
，－L鍔;ｮ釜零=血Ｆ

Ⅷ上示芸戸)等’一両側
－２α2(α２－緬可二5Ｆ）
Jr3､/ZＩ万二万Ｆ (臆測‘蝿:）

らしんばん

亀(')は｢基礎解析｣で
（釘p)'＝prp-l（ｐは正整数）……．．…………･……………………(＊）

として学んだ公式で，ｐの範囲を有理数全体へ拡張するハナシである．ただし本

問では，ｐ＜Ｏのときも（＊)が成立することを「ことわりなしに」用いているが，

それは，＝－９（９＞0）とおけば次のようにして確認される．

（麺，γ=(葱-.)=㈲

-蒜!－"‘－．Ｌ”‘
さらに「対数微分法」（これはあとで述べる）を用いるとこの公式のｐは実数

全体に拡張される．（p､８５）

また，本間(1)ではｚｐの定義域をｚ＞Ｏとしてハナシを進めたが（＊）は本文

に説明した池，〃で場合を分けると



7６

”が偶数のと善に淵劉臓が奇数のと善|蔑淵鱒鋤
で成立する.(戎，勿音,Ｚ:,z:などで考えてみるとよい.)

翁(2),(3)のように,V耐などの｢無理関数の微分法｣では,(/(麺))器の形に
なおすのがポイント！！

動(2)を(1)にならってやれば,①の両辺を3乗して
、/3＝(ｚ２－ｚ＋1)２

両辺をｚで微分すると

３３/23/'＝2(z2-jr＋1)･(2z－１）

で，これをｙ'について解けばよい．

１画N詞玉一

(''”=汁÷,,=‘璽十会のとき,‘=2における器の値を求めよ

②楕(だ)円芳十芸='上の点P(恥’.)における接線の方程式は

等十饗=’
であることを示せ．ただし，α＞０，６＞Ｏとする．

回(1)等=１－会,器=2t一芸

より'=2のときは器0であるから，

”_器－Ｍ-景
而子Ｔ吾亨=５
(2)茅十芸=ﾙ…………………………………………①
〃がｚの関数であることに注意して，①の両辺をｚで微分すると

芸十芸筈=雌器=-鍔（,ｷ0のとき）
よって，Ｐ(ＺＭ/0）における①の接線はｙｏキＯのときは

，-,｡=-鈴(迩一"）
で，これを整理すると
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等十響=誓十祭=’州刷.)は①上の点である)…②
また，ｙｏ＝Ｏのときは鋤＝士αゆえ点Ｐは（α,O）（または（－α’0)）で，

接線は〃＝ａ（または〃＝－α）となるが，これらはいずれも②に含まれ

(代入してみよ）ｚ/･キ０，３/0＝０に関係なく，点Ｐにおける接線の方程式は②

となる．

ゆえに①上の点Ｐ(恥z/0）における接線の方程式は

皇筈十響=’
らしんばん
－一－一一一一一

命(')はどのような曲線か－ｔを消去してみよう．

‘=涙十歩=(‘+÷)‘-2=麺‘－２
ただし,ｚの範囲は,(相加平均)≧(相乗平均)より

’雪'一M+÷'='‘'+古≧2,/i7FT1f=，
（等号はけ|＝ｌのとき）

であることに注意しなければならない．

（1)は放物線

ｙ＝工2－２（lzl≧2）

のパラメーター表示である。

ノー２のときは

”=2+苦=号'：=2露=2号=５
である．

Ｐ Ｑ

Ｐ(工,ｙ）は
翁(2)について少し説明しておく－M≦αに 「/：－CO→－１→O」に対応
注意して①をz/について解くと

して「Ｐ→Ａ→Ｐ」

，≧0のとき:’=号､/zi可川→'→｡.｣'二対応して「Ｑ→Ｂ→Ｑ」

〃≦0のとき:,=-号､/zｱﾆｱ
と変化する．

で,この式から器を求めてもよいが,上の本文で述べた方法の方がいくらか
スッキリしているだろう．

この時，ｙがＺの関数であることを忘れてｙを定数として扱ってはいけない．

「合成関数の微分法」を用いる．

一般に，ｚ,ｙに関する方程式が，

Ｆ(Ｚ,ｙ)＝0……･………….…….…………………………･…….….(＊）

で与えられるとき－「y＝(ｚだけの式)」の形で与えられていなくても－jrl
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z/の適当な範囲に対して，Ｕをjrの関数と考えて「合成関数の微分法」を利用

し,(*)の両辺をｚで微分すれば,比較的簡単に髪を求めることができる
jrの関数ｙが(＊)の形で与えられるとき，３/を〃の「陰関数」ともいい，この

ような微分の方法を「陰関数の微分法」という．

なお，本間の楕円については媒介変数を用いて，
一２今－２ （や一／ｗ､ハ仁、Joy

茅十芸ゴー|:二鰯
と表されるから，「３角関数の微分法」

わかっていれば（１）と同じ方法で器
求めることもできる．

坐止

血＝型.型＝_g坦
血ａ８ｑｈ，血

伽

ｂｃｏｓ８

ａ２６ｓｉｎ８α２３／

命曲線F(露,,)=0上の点P(勘,,.)における接線の方程式は

，-恥=[器し｡(麺-錘.）
ツーｇｏ

（ただし脱=･は点P(鋤,,.)における微分係数とする）
Ｕ＝ツＯ

で与えられる－－－｢接線の方程式」とその「図形的な意味」については，「陰関数

の微分法」の場合においても「基礎解析」で学んだことと基本的には同じである．

２
ざふ
〃
わ
己

工

－αｓｉｎ８

ｂ２ａｃｏｓ８ｂ２ｚ
－－● ＝

ａ２６ｓｉｎ８α２２ノ

３角関数の微分法-－－１

回３角，指数・対数関数の導関数

(2)（cosjr)'＝－sｉｎｚ

（１）３角関数の微分法
３角関数の微分法については，次の公式が基本になる．
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，′説｢扉一読~'''１｢導関数の定義｣にしたがって
ｌｉｍｓｉｎ(叶")一si皿．………………..…………………………①
ｈ→０〃

を計算する．このとき３角関数の「(差→積）の公式」を用いると

、in(叶吻)-s伽=2cCs竺芽』Lsin号
ゆえ，これを①にいれて

、吻

卿c･s(竿)竿=…,=cos"…………②
２

(2)これも(1)と同様にして「導関数の定義」から導くこともできるが，

…=sin(通十号)であることに注目して｢合成関数の微分法｣を用いる
と簡単にいく．

（cCs昨lsin(慰十音)}'=cos(ｚ十号)m--sm
(3)(1)，(2)を利用してやってみよう．

（…γ=(器)'=(sin露)℃｡s錘-s、(cCs麺)′（cosZ)２

COS2jr＋Sin2Z１

らしんばん
Ｆ了7F一京~丁=司言一 三~~）

命

－

ＣＯｓ２ｚ ＣＯｓ２ｚ

(radと書いてラジアンと読む）

ｌｉｍ画旦旦…＝1．…….…………….……（＊）
麺→０ｊｒ

という式である．これはリーニsinjrのグラフで

いうと「Ｚ＝Ｏにおける微分係数が１（原点に

おける接線の傾きが1)」であることを意味し

ている．

ただしこの場合，角の単位が「弧度（ラジア

ン)」であることに注目したい．

なぜ「ラジアン」でなくてはならないか．タ

メシに角の単位として「60分法」の「度」を

とるとどうなるか．

錘｡=21『".×満=命鍾".(radと書いて
であるから

萄この公式の証明の基礎になっているのは,極限のところで説明した
、昌一ｓｉｎＪｒ－利一_一一一……………..／J,、ｙ

Ｚ
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、汀

。i￥。､璽迩命一命(麺→0)…………(**）
IgUjr

（が縦鴎:妄懸高鰯募識震｣う誌燕その角）
となり，「度」を単位にとるとＺ/＝ｓｉｎｚの「〃＝０における微分係数」は

汀．3.14……

Ｉ師＝Ｔ５ｒ＝0.01744.．…・
というきわめて小さい値であることがわかる．

このことは「度」を横軸にとってグラフを「マジメ（？）に」描くと次のよう

な極端にタテ方向につぶれたサインカーブになることからもわかる。

０１－匹催
jｒ

次に「度」を角の単位としたままｓｉｎＺを微分してみよう。本問の(1)で用い

た式変形

．〃

ｓin(z＋")一sinz ２叶ﾉｉｓｍ百
〃 ＝COS２ｶ
－一２
（A）一一

（B）

を用いて説明すると,この式で伽→0とするとき右辺の(A)はcos砥,⑧は命
(．.．（**)）となって

（sin麺)=命…
であることがわかる．この場合は「ラジアン」を角の単位としているときとちが

って命という係数がかかっているからこのまま微分の計算を続けると，微分

するたびごとにこの係数命が‘ついて,実にやっかいなことになってしまう．
しかし角の単位に「ラジアン」をとればこのようなことはおこらず，本文②でも

わかるように，この係数が１となって公式がきわめて簡単な形で表されて実に便

利である。

あとで述べる「指数関数」の場合についても同様のことがいえて，「e」とい

う数の意味をまったく同じ視点で説明することになる．
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次の関数を微分せよ．

(1)３/＝sin(3z－２）

ＣＯＳＺ

(3)Ｚ/＝，＋sｉｎｚ

(2)Ｚ/＝cos2z

１

(4)ｚ/＝，＋tａｎｚ

｢F辱~詞］Ⅳ=cos(3通-2)8=3cCs(3通－２）
（２）Ｚ/'＝２cosZ(cosz)'＝－２coszsinZ＝－sin2釘

（３）ｙ,＝(cosjr)'(1＋sinZ)一cosZ(,＋sinZ)，
（1＋sinz)２

－－Sinjr(1＋Sinjr)－COS2Z-SinZ-，

鯛４

１

（1＋sinZ)２ －(1＋SinZ)2－ １＋sinJr

(4)ｙ'＝{('＋tanr)－１}'＝－(l＋tanz)_2.(,＋tanZ)，

１ １ １

－（'＋tanZ)２ＣＯＳ２Ｚ－（COS〃＋tanZCoSZ)２

１ １ １

(cCs叶sinz)２ １＋２ｓｉｎＺｃｏｓｊｒ ｌ＋sｉｎ２Ｊｒ

らしんばん

命本問は｢３角関数の微分法｣の計算問題であるが,先に述べた｢積･商の微
分法」や「合成関数の微分法」などの基本公式をそのまま用いている．それはこ

のあとに続く「指数・対数関数の微分法」以下，「いろいろな関数で合成された

関数」を扱う場合でも同様である．

（２）指数・対数関数の微分法

指数関数

ｙ＝α錘（αは１でない正の定数）

は，あらゆる実数〃で定義され，すべての正数を値域にとる関数で

α廼十型＝αｚ．α９（指数法則）…．………．．……………●．………….①

が最も基本的で重要な‘性質である．

いま，この①の性質を用いて，／(Z)＝αｚの導関数／'(Ｚ）を定義にしたが

って求めてみることにする．ただし，指数関数のグラフは「ナメラカ」であ

るから，ｊｒ＝０における微分可能性については直観的に認めておくことにす

る．

／'(0)=lim/(")-/(O)=卿α胸元α･〃ん→０
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＝卿α施云’（=ルとおく）
であるから，任意のｚの値に対して

，ｉｍ／(叶吻)一/(z)＝,ｉｍａ錘十ルーαエ
ルｈ→０〃ん→０

＝α曇り男αＡ方'=〃
が存在する．これは「関数'(Jr)＝α蓮はJr＝０における微分可能性が保証

されさえすれば，すべての錘で微分可能であり

（α麺)'＝加麺………………･……･………･…………………………②

）

グⅡ
Ｚ

である」ということに他ならない．

この公式でん＝１となるようなαについ

て考えると，この関数／は)＝αｚについて

は何回微分してもその結果はα必で大変都合

がよい．実はこのように（ん＝１となるよう

に）きめたαの値が，「極限」のところで説

明した「e」という数なのである．すなわち，

αをｅにとればんは

ﾙーﾘ男e臓云'=’‘､′芳巧〃今

である．

このように考えると，この「e」という数がきわめて「人工的な数」に思

われるが，この数「e」を指数関数，対数関数の「底」に用いることにより，

これらの関数の微積分は目のさめるような展開をすることになるのである．

の対弼I[のｌ氏はｅ(ただし(2)，

Ｚ~‐ノーα－１０璽圃

三飛三
｢扉~河１１'これは前述の剛
(2)(1)とは少し様子がちがう．

そこで，ｙ＝α工とおいて両辺の対数（底はｅ）をとると

ｌｏｇZ/＝logαz＝ｍｏｇα……………………………….…･….①

．。．&/＝ｅ工logα

，.．』/,＝e錘logα(ＺｌＯｇα)′（合成関数の微分法）



勺
ｌ
ｌ
Ｚ

ｌ
ｌ

で
１

毛
１
－
Ｚ

一
一

＝αZlOgα（..．ｅ麹logα＝α必）

(3)Ｚ/＝log工とおくとｚ＝ｅｇであるから，逆関数の微分法により

血＝_Ｌ＝_Ｌ＝_Ｌ
血血ｅｇｚ
”

らしんばん
三二三一~－－－－~－一一一ｺ

翁以下,特にことわりのない場合,対数の底は‘とする.これを｢自然対数」
という．

翁(2)は,(3)がわかっていれば①の両辺を麺で微分して

となる．

ｌｉｍ‐
Ｚ→０

については

÷=ｌｏｇａＷ'=,log｡=α塾logα
と，いくらか簡単にやることができる．なお，

分係数冷はlogαであることがわかる．（前べ

命(3)を定義にしたがってやると
（logｚ),＝limlog(叶")－log工

方→０ 〃

のｚ＝０での微なお，これからｙ＝αｚ

(前ページ②のだ）

'oge('＋ｫ)＝，
/

「極限」のところで説明した．（p､40,41参照）

／

(竺圭』L）=陶器'｡§ ｅ工

４

log(1＋/） (/＝血）
Ｚ /＝ｍ

刊

Ｔ
皿
ｔ

で
ｌ
ｌ
Ｚ

ｌ
ｌ

－(eX＋e-X)２－(eX-e-X)２－

(2)Ｚ/＝工log(z2＋1）

〃

第２章微分法とその応用８３

(e麺十e-x)２

(e鍾十e-X)２－(eZ＋e-麺)２

｢毒~霊~ＩＩＷ=煙
－e-x)'･(ex＋e-x)－(ex-e-x)(ex＋e-x)′

(3)Ｚ/＝log,/|再|い±，

鵬⑦

次の関数を微分せよ．

ｅＺ－ｅ－Ｚ

(1)ｙ＝ｅ迩十ｅ－垂
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(2)ｙ'＝log(〃2＋1)＋Ｚ(log(Ｚ２＋1))′

＝log(麺‘+D+"鈴=log(錘2+')+乳

③’=告logl告|=芸(log'１+露'一ｌｏｇ'１－"'）

Ⅷ=妾(古一言)=命
らしんばん

－一三コ

命(1)(2)については問題ﾅｼとしよう.(3)は

（ｌｏｇ'錘')'÷………………………………………………………(*）
を用いた．これは，次のように考えるとよい．

に::重側輔二上_」
（＊）は，この両方をまとめて表したものである．なお

上士里＞ｏ〈＝今（,＋z)(,－z)＞ｏ〈＝＞|zl＜，

ならば絶対値をつけるまでもなく

log,/吾÷log告
一芸{ｌｏｇ(Ｍ－'｡g(１－璽)｝

である．その上で微分すればよい．

の関数〔を微

，′説 )）の両辺の自然対醤

ｌｏｇｙ＝Ｚｌｏｇｊｒ

この両辺をＺで微分すれば，

号=log塑十１
．．．〃'＝Z/(log叶1)＝Jrz(logjr＋1）

(2)lyl=|ポに－１|:として両辺の対数をとると

例I己EＩ６

０



ｌｏｇM=号log'ｚ'+号log'砥－１’
この両辺をｚで微分すれば

聖＝且.上十且．’’9ｊｒ－１０
ｙ３ｚ５Ｚ－１－ｌ５ｚ(ｚ－１）

'=′器調)→急(錘－１)号

第２章微分法とその応用８５

19jｒ－１０１９Jr－１０

１Ｍz－１)-15Jr;(Jr-1)：

らしんばん

亀(1)を｢形式だけ｣(錘‘)'="“-'や(＠選)'=α霧'｡gαにならって
ｇ'＝Ｚ･ＺＺ－ｌ＝ｚｚ〃'＝jrzlogZ

などとやってはいけない．ただ，正解は，なぜかこの２つのマチガイの答の和に

なっていておもしろい．本問のように両辺の対数をとって「合成関数の微分法」

を利用する方法を「対数微分法」という．

「対数微分法」を利用するとｐ､７５で説明した公式

（jrp)'＝pzp-1（’は有理数）

のハナシを「ｐが実数全体」にまで拡張することができる．

ｚ/＝ｚｐとおいて両辺の絶対値の対数をとれば，

loglyl＝Ｐｌｏｇｌｚ｜

両辺をｚで微分すれば

号=か士１，'=,÷鍾'÷虹'－１
また，ｐ８２の公式(2)の証明でも「らしんばん(ｐ83)」では「対数微分法」を

用いている．このように指数に錘がきているとき，それを「ひきずりおろす」

意味で対数微分法は有効である．

剣(2)について－
ｚ/＝(jr-α)p(z－６)９のような形をした関数を微分するにはそのままやっても

よいが，本間でやったように，両辺の絶対値の対数をとって微分する－すなわ

ち「対数微分法」を利用すると便利なことが多い．それは対数をとると積が和に

なり，項ごとに微分できるからである．

四高次導関数
／("）の導関数／'(z）の導関数を，／(z）の「第２次導関数」といい

/"(麹)洲璽ﾊ祭,券恥,“
などの記号を用.･て表す。さらに微分をくり返し，／(z）を〃回微分したも
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のを「第〃次導関数」といい，上にならって／(")(Ｚ）などの記号を用いて

表す．２次以上の場合を総称して「高次導関数」という．

園⑪特に「第２次導関数」は「曲線の凹凸｣，「近似式｣，「加速度」などを扱う上

でいろいろな意味をもつのであるが，これらについてはあとでくわしく説明する．

園②記号の用い方についての注意一たとえば｢第２次導関数｣の記号等
でいうと,窯=f器祭,などのように｢形式的に｣やりたいところであるが，
これはダﾒ!!等の意味をよく考えて

窯=蓋(器)－器をさらにzで微分!！

=蒜(計器一塞が"で表されていれば｢合成関数の微分法川

＝器(器器】筈
とやらなければならない．このように記号の表す内容をよく理解した上で式変形

をすることが大切である．

鯛万一一勺

Ｉ
ｚ/＝(叶､/'千万画)”のとき

（1＋〃2)z/"＋〃'＝”2z／

であることを示せ．

｢I辱~謡~I''=郷(叶Ｆｗ－ｌ(叶,/両置)′

＝"(叶厭（'+訂苦ｧ）

＝緬叩干元祁窯雲辿誇弄)”………①

’ｗ=荒等………②、/'千ｱｼ=州…………③
③の両辺をｚで微分すれば

（､/I手玉z)'3/'＋､/'千Ｆ"''＝剛′・…･……………･……………④

＊而芸戸‘Ｍｗ=州′
分母を払って整理すれば

卿'＋(1＋‘r2池''＝,,z,/'千元zz/′

ゆえに③より

〃'＋(1＋Ｚ２池"＝碗(伽)＝"23／
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らしんばん
一一三一可

命①からさらに’"を求めて,Ｍとともに示すべき左辺,右辺に代入し，
（左辺)＝(右辺）を示すのが「正直な」やり方だろうが，ｚ/''を求めるのに①を微

分したのでは少しメンドウ．それに，すべてをｚの式で表すのも大変である．

②に「商の微分法」を用いて

ソ=",,胴-,(耐γ="〃胴-'冨涛
ｌ＋〃２１＋ｒ２

と変形し，これと②とからｙをＺの式にもどさずに導くこともできる．しかし

ここでは本文③のように「積の形になおしてから微分する」要領をおぼえておい

てほしい．その上でz/"がほしければ④をz/''について解けばよい．

次の関数の第〃次導関数を求めよ．

(1)ｙ＝eα毎 （２）ｙ＝logJr

(3)〃＝sinjr （４）Ｚ/＝Zcosz

｢扉~詞】①’'=αe",""=α２９"ｗ"=α‘e"，

鵬④

これより第〃次導関数は，ｚ/(")＝α"ｅａｚ

②ツー妾="-Ｍ〃"=(－１)葱-Ｗ"=(-')(-2)麺-剛,………
ｙ(")＝(－１)(－２)……(－("－１))ｒ〃（"キ1）

＝坐;祭二LLL("='でも成立）

伽=cos壁=sin(叶号)""=sin作+苦)+吾}=sin(叶吾×2）

，",=sin(叶吾×3)………

〃《鋤=sin(璽十否×")=sin(叶等）

ば蝋鱒皇翼蹴ご城１
１４１"'=…+麺cos(麺十号）

）
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‘"=cos(叶吾)+cos(鍾十署)+"cos(躍十音十号）

－２cCs(叶苦)+…(錘十号×2）

’"'=2cCs(叶号十号)+cCs(叶号×2)+…(璽十晋×2+苦）

＝3cCs(麺十号×2)+…(叶号×3）
以下同様にして

，(凧)="cos(延十早廊)+zcos(叶号,r）

＝"Sim(迩十晋羅)+…(叶晋寵）
らしんばん
匡＝〒＝一＝＝ニーーラーテーをこう

翁以上は,,',,",,'"を求め,‘,I卿'の形を推定したにすぎない.したがって厳
密には「数学的帰納法」を用いてキチンと証明しなくてはならない．

命(2)で用いた偽!の記号は伽階乗(かいじよう)」
た！＝１×２×３×………×た

のことである．（なお０！＝１と定める.）

翁(3)について－この答とsin麺の周期が21『で
あることから，４回ごとにもとにもどることがわ

更三三|饗二
かる.実際に「sinjr→cosz→一ｓ１ｎｚ→一cosjr→サインカーブを微分すると位

相が号ズレる．ｓｌｎＺ→……」である。

命(4)について－，が｢2つの関数の積の形｣で与えられていることに注目!！
一般にｙ＝/(Ｚ)g("）ならば

，"'=/(刺(亜)，(麹)+"(卿-1Ｗ(z)+"(許')/("-2Ｗ(z)+……
……＋”(”－')……(〃－γ＋')/("-γ)(z)g(γ)(z)＋……＋/(z)g(")(z）

γ！

…………･……･…．（＊）

である．これを「ライプニッツの定理」といい「確率・統計」で，〃Ｃｒを学んで

いれば上の式は，それを用いて
〃 〃

〃(")＝Ｚ"Cが("-γ)(jr)g(γ)(jr）（またはＺ"C館f(γ)(jr)g("-γ)(亜)）
γ＝０ γ＝０

と表される－これは「2項定理」と同じ形で，証明は「数学的帰納法」でやる．

本間(4)にこれを用いると，９(z)＝ｚとすれば９"(z)＝Ｏで，（＊)の第３項以下

は０となり，上の結果は簡単に求められる．

〃(")＝(cosZ)(")･叶"(cosjr)("－１)･１

Ｚ



lⅡ|川lIlllIlIllllIlI川lIllilIllll川川IillllIlIllli1Il1IIlIllllllⅡIl1i1lill

第２節

l11iI1llIliiIi川i1IMMlIlIlIIMIlII'1１

第２章微分法とその応用89

111111IlllllllllI川llIilllli川lll1lMIIliilllllll1l1IIⅢlIlIilliIl川|ⅡlIil川IIIIiIIiI1i

微分法の応用
lHIiI川IliIli1iIlIIllⅡlⅡIIIIliilⅡ1IlIlIII1l川llI111il1IlII川llIlIIilIi川IIIiI川IlliIlllillIlil1WIlil川l1lilllll1llllllIllI川iii川I川ilIIlIlilIllI1lli川11川|Ⅱ11川l川IIlllllIIllli川llIllIIII1iIiIIliI1IIllIIIlll州lillilil州川IlIiIIlllillMIlIilIIIIII'''111

〃

ここではまず「関数の増減と／'(z）の符号の関係」－「基礎解析」ではグ

ラフの「接線の傾き」を調べることによる，かなり「直観的なナットク」であっ

た－に「平均値の定理」を用いて「より明確な理解」をあたえる．次にその応

用として「極大・極小と最大・最小｣，「第２次導関数の符号の変化と曲線の凹凸

の関係」などを考察した上で，「関数のグラフのかき方｣，「グラフと方程式，不

等式の関係｣，さらには「近似式と関数の級数展開」などについて考えてみる．

回平均値の定理とその応用

（１）ロルの定理から平均値の定理へ

「ロルの定理」の証明は，このあとに続く「平均値の定理｣，「コーシーの

平均値の定理」をはじめ，「近似式」にいたるまで，ある意味で「典型的な

証明のスタイル」としてあらわれてくる．

蟻撫薙”顕耐況|鴨扉司
|伽蝿噸存…ＪＪｌ
回Ｆ(α)=F(肘とする．
（i）Ｆは)が区間［α’６］で，つねに一定値冷（＝Ｆ(α)＝Ｆ(6)）であるな

らば，この定理はあきらかに成立する．
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（ii）Ｆ(工）が，閉区間［α’６］で，「つねには」一定値ﾉﾔでないものとする．

このとき，Ｆ(z)＞ノヤのときがあれば，関数Ｆ(Ｚ）は開区間（α’６）で「最

大値」をとり，Ｆ(")＜冷のときがあれば，「最小値」をとる．このどちらか

は必ずおこる．そして，実はこのときＦ'(Ｚ)＝０となるのである．

いま，最大値がある時について説明する．（最小値がある時についても全

く同様に説明される）

Ｆ(Ｚ）が，Ｚ＝ｃ（α＜ｃ＜6）において最大値をとるものとすると

Ｆ(c＋血)≦Ｆ(c）

/;1Ｚ

ZＪ 』工６

ゆえに，妬の増分４ｚに対するz/の

増分を４ｙとすると

』y＝Ｆ(c＋４６r)一Ｆ(c)≦ｏ

血>0のときは,芸≦0である
から

鯉｡器=F'(c)≦0…………①
（坐＞O）

４麺く0のときは,釜≧0であるから

鵬釜=F"(c)≧0…………………………………②
①，②から

Ｆ'(c)＝０（α＜ｃ＜6）

らしんばん
､灘”灘”鰯撫岬mIIII鵬…緬聯繍繍岬､繍凧繍繍

剣この定理の図形的な意味について－
上の図のように，２点Ａ，ＢをＡ(α,Ｆ(α))，Ｂ(6,Ｆ(6)）とすると

Ｆ(α)＝Ｆ(6)．．．ＡＢ〃ｚ軸

したがって，この定理の図形的な意味は，「区間（α’６）において曲線

Ｕ＝Ｆ(Jr）に接線をひくとき，これが直線ＡＢと平行となるような所がこの曲線

上に少なくとも１ケ所はある」というほどの意味である．

このことは，図を見ればごく「アタリマエ」なのだが，これに一応キチンとし

た説明をあたえようとすると，上に述べたようなメンドウな手続きが必要になる

わけである．

関数／("）が閉区間Ｍで連続開区間（.鷲鰐蒜
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るとき

ザ

となるｃ

(等三三(α)=州(α<c<６）
が少なくとも１つ存在する． JＪ

①

下
｢扉~詞]坐：三吾辿=",………………
とおき，分母を払って左辺に整理すると

／(6)一/(α)一"z(６－α)＝０Ａ(α,/（

である．このとき，この左辺の６を変数工

におきかえた式を

Ｆ(z)＝/(z)－/(α)－"(・万一α）……②ｒ'（Ｚノー八Ｚノー八αノー加(・万一αノ……Ｕαｃ

とおくと，Ｆ(Ｚ）は

Ｆ(α)＝Ｆ(6)＝Ｏ

をみたすから，これに「ロルの定理」を用いることができる．

Ｆ'(c)＝/'(c)－柳＝0

．／(6)－/(α)＝,,z＝/'(c）（α＜ｃ＜6）
．．６－α

をみたすｃが少なくとも１つ存在する．

らしんばん
－

３(ル (6)）

６

すなわち

亀この定理の図形的な意味を考えてみる．
上図で２点Ａ,ＢをＡ(α,／(α))，Ｂ(6,／(6)）とするとき，①の

／(6)－/(α)＝柳は「直線ＡＢの傾き」を表す．したがって，この定理の図形的
６－α

な意味は，「区間（α’６）において，曲線Ｕ＝ず(Jr）に接線をひくとき，これが

直線ＡＢと平行になるような接点がこの曲線上に少なくとも１ケ所はある」と

いうほどの意味である．（ロルの定理の拡張）

命②のＦ(麺)はどこからきたか。この図形的な意味を説明しておく．②は命②のF(")はどこからきたか｡この図形的な
Ｆ(Ｚ)＝/(Jr)－{/(α)＋'，z(Jr-α)｝

であるが，｛｝の部分に注目すると，

ｚ/＝/(α)＋籾(ｚ－α）

は直線ＡＢの方程式そのものだから，Ｆ(Jr）

は右図で「上向きを正にとったＰＱの長さ」そ

のものとなり，したがって範囲の両端のjrの

値α’６に対して，Ｆ(α)＝０，Ｆ(6)＝Ｏとなる

ことはきわめて当然のことである．いいかえれ

ば「直線ＡＢを花軸にとるときのロルの定理」

<プiIFゴ「
/(α)＋加(ｚ－α）

/(Jr）Ａ

αＺ ６



とよぶことも

（ｙ軸はそのまま）と考えてもよい－右図．

また，②のＦ(z)を設定するときに，／(α）を

除いて

Ｆ(z)＝/(")－柳(jr-α）

とおくと

Ｆ(α)＝Ｆ(6)＝/(α）

となるから，やはり「ロルの定理」がそのまま

使える．このようなＦ(jr）を用いて「平均値

の定理」が説明されるときもある．

翁定理で用いたcは
ｃ＝α＋肋（ん＝６－α，Ｏ＜β＜1）

と表すこともできる．このことから「平均値の

定理」は次のように表されることもある．

すなわち，

「関数’(jr）が閉区間［α,α＋刺で連続，開区

るとき

ザ(α＋ｈ)＝ず(α)＋〃'(α＋肋）（0＜８＜1）

であるような実数βが少なくとも１つは存在する」

動この｢平均値の定理｣を,あとで述べる｢コー
シーの平均値の定理」と区別して「ラグランジュグ

ある．

翁｢平均値の定理｣は実際に問題を解く上でも威土
おく．

（i）「不等式の証明」への応用．

|ま実際に問題を解く上でも威力を発揮する．

<プ
ヨ
ー』

〆

此

Ｉ
ｌ
Ｊ
Ｊ
ノ

訓Ｉ
α ｊｒ b

開区間（α,α＋h）で微分可能であ

｢ラグランジュの平均値の定理」

9２

例を２つあげて

たとえば不等式

０<'･gex言'<麺（錘>0)……(*）
を証明するにはどうすればよいか．

上の不等式を同値変形して

１＜ｅｘ－１＜ｅｘ……（＊＊）
Ｚ

を証明すればよい．

（ex)'＝ｅｘ

に注目すると「平均値の定理」により

ｅｘ－１ｅｘ－ｅＯ
一八＝e‘（O＜ｃ＜ｚ）

勿

ＺＺ－０～、､′、､~'、‘~′

すなわち

ｅｏ＜ｅｃ＜ｅｘ

であるから不等式（＊*）が成り立ち（＊）が成立する．

(ii）「極限値を求めるハナシ」への応用．

【
〕



Ｚ２－Ｚ１‐‐・

となるｃが存在する．

ところが,この区間では／'(釘)＞０から／'(c)＞０

である．

ゆえに①で，Ｚ２＞Ｚ，に注意すると／(苑2)一/(Ｚ,)＞Ｏ

であることがわかる．すなわち

Ｚ１＜Ｚ２＝＞／(Ｚ１)＜/("2）

で，この区間で／(工）は単調増加であることがわかる．

らしんばん

，imsinjr-sin(sinjr） …………………………………（＊*＊）
ｘ－，ｏｊｒ－Ｓ１ｎｊｒ

を求めるにはどうするか．

（ｓｉｎｚ)'＝cosz

であるから「平均値の定理」を利用すると

sinjr-sin(sin〃)＝cosc（ただし，ｃは〃とｓｉｎＺの間）
ｚ－ｓ１ｎＺ

ここでｚ→０とするとｃ→Ｏであるからｃｏｓｃ→１（はさみうち）すなわち

(＊*＊）の結果はｌである．

工

命｢単調増加｣の条件
ここで「単調増加」ということの意味をハッキリさせておこう．

ある区間で，苑l＜Ｚ２であるような任意のＺの値Ｚ１１Ｚ２に対し，／(Ｚ１)＜/(Z2）

であるならば，／(z）はこの区間で「単調増加である」という．

ｊ
睡
大く

ｊｒｌ

(4､）

〆

（２）関数の増減

関数／(Ｚ）の増減を／'(z）の符号で判定できることは，すでに「基礎解

析」で学んだが，それはきわめて直観的な説明でしかなかった．「平均値の

定理」を用いると，次にのべるようにその増減について，いくらかキチンと

した説明を与えることができる．

r玉三頭てこぅ妄､吾施卸参繍削駕繍篭蒜１
１る．，－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－｜

｢扉~語ル'(麺)>0の区間の任意の鍾の値をとり,…(麹く"2)とす
ると「平均値の定理」を用いると

／(型一二("')=/,(c）（麺,<c<錘2)……………………………①

第２章微分法とその応用９３
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言いかえると「jrが増加するときず(jr)も増加する」ことがいえるならば

げ(jr）は単調増加である」という－このとき「単調増加」が/'(Z）と無関係

に定義されていることに注目!!－もし，／'(z）の値をｏとするような，ある

いは／'(Ｚ）が存在しないようなＺの値がこの区間にあったとしても，とにかく

上に述べた条件をみたしていさえすれば「/("）は単調増加である」というわけ

である．

たとえば〃＝Z3(y'＝3"2）はＺ＝Ｏでｙ'＝０だが全区間で単調増加である。

つまりjr2＞工，ならば

Ｚ２３－Ｚ,3＝(Z2-Z,)(Ｚ22＋Ｚ１Ｚ２＋Z12)＞0..．〃23＞jrl3

（…珍…2+壁,2=(壁2+号)‘+号鋤'>0）
となる．

したがって，この定理の主張するところはげ'(jr)＞0」という条件が，「ず(z）

が単調増加」であるための「十分条件」ではあるが「必要条件」ではない

（/(z）がある区間で単調増加であるとしても／'(.Z)＞０とは限らない）というこ

とである．

翁｢基礎解析｣では,この定理をｷﾁﾝと議論することなしに｢関数の増減｣を
通過した．そして，この定理は「ほとんど明らか」とさえ思われる．しかし，こ

れは理論上避けて通ることのできないステップである．なぜなら｢/'は)＞O」と

いうのは，それぞれのあの値に対して関数／("）が「増加の状態にある」とい

うことを意味しているわけで，これは「無限小（限りなく小さいということ)」

の世界のハナシである．それに対して，「単調増加」というのは，「異なる２つの

Ｚの値〃,，jr2における関数値／(z,)，／(z2）の大小比較の問題」で，これは「有

限の世界」のハナシである．このような意味でいうと，「平均値の定理」は，こ

の「無限小」と「有限」のまったくちがう世界のハナシをつなぐ役割をしている，

と考えることができる．

（３）ロピタルの定理へ

以下，「コーシーの平均値の定理」を経由して「ロピタルの定理」を説明

するのだがこれらは高校数学の範囲ではない．したがって極限値を求める問

題でいきなり「ロピタルの定理」を用いるのは「問題ナシ」とはいえない．

しかし，これを知っているとグラフを描くときなどは大変便利である．そ

ういう理由もあって「あえて」とりあげた．

関数／("）

能であり，ａ側が閉区間M鵠繍鷲鶏くｚ＜６でｇ'(麺)キ０とする．このとき，
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I剛織歳照& …Ｉ

回F(ルル)-/(‘)-鯛三期{,(通)-,(α))………①
とおくと，Ｆ(z）は，α≦Ｚ≦６で連続，α＜おく６で微分可能である．

また

Ｆ(α)＝０

Ｆ(6)＝/(6)一八α)－{/(6)一/(α)}＝ｏ

であるから，「ロルの定理」により

Ｆ'(c)＝ｏ（α＜ｃ＜6）

となるｃが少なくとも１つ存在する．ところで，①をＺで微分すると

Ｆい-(垂)-鮒三緋(塾）
これにＦ'(C)＝０（α＜ｃ＜6）を用いると

剛=(c)-;|:'三緋(ぐ)=，

′Ⅲ；三淵-鮒(｡<c<‘）
であるから，条件をみたすｃが存在する．

らしんばん
'1,聯鰯撫WWWm繍職鵬鯛撫撫繍､I蝿mWm繍繍緬撫”､繍潔緬

奄①にあたる式を

Ｆ(亜)=川;糊:)(‘(麺)-,(｡)｝
とするときもある．このときもやはり

Ｆ(α)＝Ｆ(6)＝/(α）

で，「ロルの定理」を用いることができ，上の証明と同様にこの定理を証明する

ことができる．

命この定理でg(錘)=錘(g'(錘)=')としたものが｢ﾗグﾗﾝジｭの平均値の定
理」である．逆に「ラグランジュの平均値の定理」から

/(悟(‘)=(c)(α<ｃ<‘L'(署三:(｡)=９１.)(｡<州
をみたすｃ，Ｊは存在するが，このｃとａは等しいとは限らないので，これら

を辺々わっても「コーシーの平均値の定理」は証明できない．

命｢ｺー ｼーの平均値の定理｣の図形的意味を説明しておく．
いま，ｔをパラメーターとして
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国l(ＣＭ /(6)）

〃
）

｛;二期(‘≦’≦‘）
を考えると，これはｚ－ｙ平面上の曲

線を表す．ここで２点Ａ,Ｂを

Ａ(g(α),/(α))，Ｂ(g(6),／(6)）

とすると,この定理の工禦-型はとすると,この定理の器三器はＭＭａ)）
｢線分ＡＢの傾き」を表している．

一方，この曲線上の点（g(ｔ),/(/)）における接線の傾きは

吻

幽－－２１と一／'(/）
ぬ－ぬ－９'(/）
万『

で与えられるからこの定理はＡＢと平行な接線が引けるこの曲線上の点Ｃ(g(c)，

/(c)）の存在を述べているわけである．

Ｆ

’ 一一‐

｢ｉ韓~詞ル(麺),9(麺)は微分可能ゆえ連続である．
．｡、ｌｉｍ／(")＝/(α)＝０，ｌｉｍｇ(Ｚ)＝g(α)＝Ｏ

Ｚ→α Ｚ→α

＊器=鍔三器器(cは…との間）
（コーシーの平均値の定理）

ここで，Ｚ→αのときｃ→α（｢はさみうち｣）であるから

卿粥=蝿粥=卿鮒=聾淵=Ｌ
（ｃをＺでおきかえる）

ゆえにこの定理は証明された．

らしんばん
｢一一一一一一デーF一零~一一一一芦〒＝冒二］

動要するにこの定理の主張するところは｢号の不定形｣の極限値を調べるとき，
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分母と分子がそれぞれ微分可能ならば，そのまま分母と分子を微分したものの極

限値を調べてみればよい，ということ!！

ハin”は分母子が微分可能で,｢号の不定形｣である．たとえば,卿,－９壁cos鍾

叫蛎二芸器=劉詣器圭謡=-』
さらにこの定理を拡張すると｢吾の形の不定形｣でも成り立ち,｢錘→α｣は
｢Jr→α＋O｣，「jr→α－０｣，あるいは「jr→CO｣，「Jr→－CO」でもかまわない．要

するに「不定形」でなくなるまで「分母子を微分する」という操作をくり返し用

いることができる．しかしここでは深入りしないで次の例で計算方法を示すにと

どめる．

，ｉｍ'ｏｇｚ＝,ｉｍＬ＝Ｏ
Ｚ→｡。Ｚｚ→｡。Z

limz-sinz=卿1芳璽=ﾘ男s器：＝工→０ｊｒ３

回極大・極小と最大・最小

（１）極大・極小について

「極大」というのは，はやいハナシが，「その付近で最大である｣という意

味であり，「極小」というのは「その付近で最小である」という意味である．

ふつう連続関数について考えるので，次のようにまとめておく．すなわち

関数が「増加の状態」から「減少の状態」にうつるところ：極大点

関数が「減少の状態」から「増加の状態」にうつるところ：極小点

具体的には，「導関数の符号の変化」を調べて「増減表」で示すことにな

る－考え方の基本は「基礎解析」の場合と同様である．

固上の説明では「連続関数｣，「増加の状態｣，

｢減少の状態」というコトバを用いたが，ウルサ

クいうと実はいろいろやっかいなことがおこる．

たとえば右図で

Ａ,Ｄ：閉区間の「端点」だが「極大値」というＡ,Ｌ）：閉lＸ間のｌ端点」たか｜極大1但」というＢ

Ｂ：「微分不可能」だが「極小値」という く図１＞

Ｃ：「不連続」だが「極小値」という

また，有名でおもしろい例だが次のようなものもある．

，



’′説

緋|制十‘)㈱
では，「ｚ→＋O｣，「お→－０」のとき

y＝/(jr）はｙ＝苑２とｚ/＝3Ｚ２の間を「さまよ

いながら('sin士'≦')｣0に限りなく近づいて
いく．このようなときも実は､r＝Ｏで「極小

値」をとる（とにかくｚ＝Ｏを含むその付近で

①

へり
ｒｌ

Ｌ－Ｊ

はりr＝Ｏで最小値をとる）というのだが「無限 く図２＞

に振動している」ので「減少の状態から増加の

状態にうつる」かどうかわからない．

しかし，高校数学を学ぶわれわれの主な目的は「ず'(鉦)の符号変化から.f(jr)の

増減の状況を知る」ということにあるわけで，多少ワクを広げても高校数学の常

識で「極値」と認められるのはＡ，Ｄを論外として<図１＞のＢくらいまでか．
あまりこだわらなくてよい．

ｇ－ＣＣ

脚陸

'）7miMI自浄う匠Aロ

9８

ここで，「３角関数の合成」

‘sin璽十6…=,sin(叶α)(γ=$/Z夢手F,cosα=号,sinα=皇）
を利用すると

（鍾)=-〃sin(璽_子）
で，この形に変形しておけば，／'("）の符号変化はとらえやすい．

そこで，ｅ~麺＞ｏに注意して／("）の「増減表」をつくると次のようにな

る．

Ｚノ
r可

L』

これより求める極値は

極大値:'(牙)=芋e一五極小値:'(￥)=-￥e一等

１（
このグラ

フの概形は

p､２３９

参照のこと

Ｚ 0 ●●●

汀

４
●●●

汀
●●●

肺
－
４

●●● 2汀

/'(工） ＋ ０ ０ ＋

/(.r） 0 〆 ／(牙） 、、‘ 0 ､‘ ／(牙茄） ﾉﾘ 0



らしんばん
{､撫撫潮聴卿繍繍撫職噸緬mmmW繍砿撫鯛綱､瀧緬獅

命｢３角関数の合成公式｣を用いないでやるこ
ともできる．
孟一←プレっ／弓、→§一一一一し－２－一／７，一し．〃Ｌ月ＦＭ菰 】／

から／'(z）の符号の変化をとらえることもできる．

命｢極大であること｣あるいは｢極小であること｣を増減表を用いないで，
ｆ"(Jr）の符号を調べることによって示す方法がある－定理として次にまとめ

た．

（この関数のグラフの概形はｐ２３９を参照）

係
に
す

〃

関
う
関

２
く
一
一

小
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に

勿

倣
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訓
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４

皿
術
Ｙ
血
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肋
－
４
冗
一
４

Ｍ
ら
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叩
手
刀
一
一
一
牟
季

〃
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Ｚ
１
Ｘ
汀
－
４
Ｚ
Ｏ

》
難
陛

す
べ
く
円
下

要
調
お
位
上

を
と
単
る

蹄

Ｘ

〆］
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第２章微分法とその応用９９

関数／(Ｚ

(1)／'(α)＝

(2)／'(α)＝

厩~顎］まず(1)について説明する．
／"(z）が連続であるから，．rの値がαに近ければ／"("）は／''(α）に近い

値をとる．つまり／"(α)＞Ｏならば，αの近くでは常に／"(z)＞０となる．

したがってαの近くでは「/'(.r）は単調増加の状態」にあり，／'(α)＝０

であるから，釘の値が増加しながらαを通過するとき，「.f'(jr）は負から正

に」符号が変化する．つまり／(z）はｚ＝αで「極小」である．

(2)についても同様に説明される．

固「/'(工)＞Ｏならば／("）は単調増加」であった（p､93)．

まったく同様にげ"(Jr)＞０ならば.f'(Jr）は単調増加」であることがいえるわ

けである．
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‘鼻L詮鼻金峰△&
司臓④でこのことを確認しておこう．

（錘)=_〃sin(麺_子）

この微分を参考にして((一価)が前に出て一芸だけ位相がズﾚる)/"(")を
求めると

パ錘)=_〃(_〃)ハin(諺一子一芸）

＝2ハin(麺-号)=-2ハ…

そこで調べる区間をにらんで,/'(錘)=0の'つの解麺=子について,/"(錘）
を計算してみると

パ子)=-2㎡cos牙=-〃;<０

すなわち,ｗ)は錘=芸で極大｣である．

州=0のもう１つの解,鰯=号術についても同様に

(￥)>０

を示すことができて,このとき｢ず(麺)が麺=号羅で極小｣であることを簡単
に確認することができる．

（２）最大値・最小値について

「最大値｣，「最小値」を求めるには「定義域内での増減表」をつくって考
える．連続関数については

獄値|雲圭黙乏穿らない此｢定義域の端の関数値」

最順隠雲縦李らない比｢定義域の端の関数値」
である．
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、1面瞳Ｉ■ｑ

〃

〃 １ ●●●

ｅ
●●● 4ｅ

/'(z） ＋ 0

/は） ０ ﾉ’
１

ｅ

、 /(4e）

｢扉~読叩(麺)=と髪型
で，定義域が１≦Ｚ≦4ｅだから，右

の増減表より，

最大値:旅)=と
最小値：両端の関数値／(1)，／(4e）

／(1)＝０，／(4e)＝log４＋lＯｇｅ－ｌｏ

最小値：両端の関数値／(1)，／(4e）のうち，大きくない方．

／(1)＝０，／(4e)＝log４＋ｌＯｇｅ－ｌｏｇ４＋１＞０．．．／(1)＜/(4e）
４ｅ ４ｅ

ゆえに

最大値;差(錘=e),最小値;0(通='）
らしんばん

翁本間で,定義域を｢'<麺≦4e｣としたらどうなるか．
「最大値」が／(e）であることは問題ないが，最小値をきめることはできない．

それは，ｚが限りなく１に近づく（z→1＋o）とき，ザ(Ｚ）の関数値は限りなく

'(1)に近づいて小さくなるが，ザ(1)そのものにはならないので最小値はきまら

ないからである．このような場合は「最小値はない」という．すなわち

最大値;/(．)=告,最小値;なし
（｢最大値･最小値の存在定理(p､44)｣参照.）

命本問の/(錘)が右図のoPの傾き
ｍになっていることに気がつくとい

くらか「見える」－"zの最大値は，

ＯＰが原点から曲線Ｚ/＝logjrに引い

た接線になっているときで，このとき

のｚの値は釘＝ｅである．

回関数のグラフ

/ゲ？
Ｚ

【）I目

「関数のグラフの概形」を「なるべく正確」に描くためには，その「手が

かり」として，基本的には次のことがらを調べてかかることになる．
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（i）ｒ軸，Ｕ軸との交点，グラフの対称性など

（ii）「関数の増減」と「極大・極小点」

（iiiリ「グラフの凹凸」と「変曲点」

（iv）「漸近線（ぜんきんせん)」

（i)と(ii)については説明するまでもない．ここでは(iiDと(iv)について説明し，

実際に「関数の表すグラフの概形」を描いてみることにする．

（１）グラフの凹凸と変曲点について
ある区間で，「曲線z/＝/(.r）の接線

の傾きが，〃の増加とともに大きくなる

とき」すなわち「Jrの増加とともに

f'(錘）が増加する」とき，曲線Ｊ＝

.f(Jr）は，その区間で「下に凸である」

という．

また，この反対に，「ず'("）が減少す

る」とき，曲線Ｕ＝.f(Jr）は，その区間

で「上に凸である」という．

そこで曲線〃＝/(工）の凹凸を調べる

には，「ず'(錘）の増減」すなわち

｢.f"(錘）の符号変化」を調べればよい．

このハナシをまとめると次の定理になる．

〃

ダ

＝妄

､Z、

､Z、

[露~顎ル"(麺)>Ｍ(懇)<0のときのグﾗﾌの状況については,上の図
に見る通りである－p､99の「ず"(釘）の符号と極大・極小に関する定理」

とあわせて理解しておくとよい．

らしんばん

亀曲線y=/(麺)上のあぎ点で曲線の凹凸がいれかわるときがある.この点Ｐ
を「変曲点」という．「変曲点」では，その前後で「ず"(鉦）の符号が変化する

（.f'(Jr)の増減がいれかわる)」ので，この点の韮の値を求めるには，まず方程式



／"(z)＝０をみたす実数〃の値を求め，その値

の前後で’"(jr）の符号が変化することを確認

すればよい．そのために「凹凸表」をつくる場

合もある．（鯛ロＺ(1)（p,108）参照）

あ,"の符号と凹凸の関係が混乱してしまった
ときは，その簡単な例としてｙ＝±jr2などで

実験して確認するとよい．

第２章微分法とその応用１０３

／"(､r)＜Ｏ

（上に凸）

変玩側

/"(ｚ)＞０

(下に凸）
Ｚ

Ｘ(）

（２）漸近線とグラフについて

「漸近線」というのは，文字通り「だんだん近づいていく直線」のことで，

曲線z/＝/(z）のグラフが，Ｚ→○○，Ｚ→一○○，あるいは，あるＺの値αに

対して〃→α－０，，r→α＋０のとき，「ある一定な直線」に近づいていく場

合に，この定直線を表すことばである．「漸近線」の中でも砥軸，〃軸に平

行なものは比較的求めやすいが，一般のものは少しメンドウである．以下，

実例で説明する．

、U詞■■-－－

次の関数の漸近線を求めよ．

勿十１

(1)ｚ/＝万二丁

(3)ｚ/＝V而三1万面

‘ｒ２

(2)Ｚ/＝Ｚ－２

｢扉~読刀川2)は,数Iでもでてくる曲線で柵
I'Ｍ=三嵩旦='+Ａ
（｢割りおとして，真分数式になおす｣のがポイント11）

と変形すると，「z→±○○のとき，ｚ/→l」はすぐにわかる．ダ
次に分母＝ｏとなる.ｒの値に注目すると

「"→１－０のとき，ｚ/→－．｡」

「Ｚ→１＋Ｏのとき，＆/→○○」

であるから，ｚ→１±０のとき，曲線

はＺ＝１に近づく．

したがって，漸近線は２本あり

Ｊｒ＝１，〃＝１

、Ｑ

十○○

一○○

Ｚ
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である．その状況をグラフで表すと図のようになる．

②'一合=叶2+☆隙撫良しておく｣）
と変形すると

〃→２士０のとき，〃→士○○

で，ｚ＝２は漸近線の１つであることがわかる．

Ｚ→±○○のとき，〃→士○○

で，砥軸に平行な漸近線はない．

次に①を

，-(鍾十2)=古
のように変形すると，左辺は①で表さ

れる曲線と直線ｙ＝jr＋２との，「同

じJr座標に対する〃座標の差」であ

るが，右辺は，お→±○○のとき

４

６℃－２→０

グー

Ｌ』

一ＣＣ

……①

＋2）

工

になることから，〃→士○○のとき，問題の曲線は，直線､/＝ｚ＋２に限り

なく近づいていくことがわかる．

したがって，この場合，求める「漸近線」の方程式は次の２つである．

Ｊｒ＝２，’＝勿十２

（本間では，特にグラフの概形をかくことを要求していないが，ｚ/'，ｙ'′

を求めて，増減，凹凸を調べグラフをかくと，上の図のようになる．たしか

めておくとよい.）

(3)３/,＝VgF二1面元ｚ…･･…………･…………………..…………….…①

こうなると少しむずかしい。

まず，全実数で連続でありjr→±ＣＯでｙ,→±○○だから，ｙ軸，〃軸に

平行な漸近線はないことがわかる．そこで，もし漸近線があるとすれば

Ｕ２＝α鉦十６（αキ0）……･……･…･……･･･………･…･……･……②

の形であり，しかも「死→○。またはJr→一．o」のとき「(ﾘ,－Ｕ２)→O」であ

る．

いま，〃→ＣＯの場合について調べる．

(i）まずαを求める．②を変形すると
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1０６

らしんばん

令本文(3)の説明で主張しているところは，
「漸近線の傾きα」を求めるには

り,＝V雨二丁Z5z

の「実効価値（？）」をｌ次式とみて（3次式

の３乗根!!）

ｌｉｍ型L＝……＝２
ｚ→｡。〃

（筈は右図でoPの傾き!!）
をいきなり計算すればよい，ということであ

Ｚ

る．（｢実効価値」というコトバは本書だけの造語一一ふりまわさないこと.）

実際に問題を解くときもこのようにしてよい．

また，（ii)の③は，このままの形でＺ→ＣＯとすると，「oo-oo」の不定形にな

ってしまう．それを避けるための同値変形として｢有理化｣を利用したわけである．

Ｖ而二1万面＝Ａ’２z＝Ｂとおくと，③の式変形は

Ａ－ＢＡ３－Ｂ３

１－Ａ２＋ＡＢ＋Ｂ２（分母子にＡ２十ＡＢ＋Ｂ２をかけた）
「要はＡ３－Ｂ３がほしかった」というわけである．

命本文②が漸近線であるための条件は｢錘→｡｡｣のときについていえば(｢"→
一oo」のときも同様）

「jr→oo」のとき「(",－肱)→0」

ということであった．そこでｙ'一"２をスナオに計算してみたくなる．

ｙｌ－ｙ２＝(8z3-12z2)音一(α叶6）…………………………………(＊）
（8Z3-12Z2)－伽十6)３

（8Z3-12jr2)号十(8z3-12"2)÷(”＋6)＋(”＋6)２（有理化）
一（８－α3)z３－(12＋3α26)z2-3a62jr-63 ……………（＊＊）
（8Z3-12Z2)号十(8Z3-12Z2)÷(”＋6)＋(α勿十6)２

ここでα≦０とすると「Ｚ→00」のとき「(y1-y2)→00」（．.．（＊)）となるから

α＞Ｏである．その上で（＊＊）の分母に注目すると，これはＺについての「実

効価値（？）」は２次式であるから「〃→00」のとき（＊）が０に収束するため

には（＊＊）の分子の３次の係数をにらんで

８－α3＝0．．．α＝２

でなければならない(必要)．そしてこの値を（＊＊）に代入すれば分母子をｚ２で

割るまでもなく

１２＋３α２６＝12＋126＝０

．.．ｂ＝弓１（十分）

となるが，これはなかなか大がかりな計算である．
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命同じく(3)について②が①の漸近線であるならば,①で〃(接線の傾き)を
求めてｊｒ→士ＣＯとすれば，この値は②のαの値になりはしないか．やってみよ

う．

ツー÷(8が-Ｍ;-伽2-伽）

満÷示縛-号－，…
となり，本文で求めたαの値と一致することがわかる．

また，この』/'から増減表もかけるし，〃''を求めれば曲線の凹凸の状態もわか

り，グラフの概形をかくことができる．これはかなり有効である．次の鯛ロ企

(2)を参考にせよ．

命「漸近線の求め方｣についてまとめておく.α’6を有限確定値として，
（i）座標軸に平行なもの

に二:±:でに.｡のとき要=‘
ｌｉｍｚ/＝６（または，ｌｉｍｙ＝６）のとき：ｙ＝６

（ii）座標軸に平行でないもの

製芸=α,狸('一α")=6ならば,'=α釦十６
（ただし，αについては「ｌｉｍｙ'」で求めてもよい）

－(ii)については〃→一○ｏの場合もある．なお(i)の漸近線Ｚ＝αをもつ関

数は，Ｚ＝αで不連続だから，連続関数ではこれ以外の２つのパターンのみを考

えればよい．いいかえれば，鉱→士ＣＯのときだけを考えることになる．

次の関数のグラフをかけ．

（１）ｚ/＝jr210gZ
-

鵬■Ｚ

(2)ｙ＝V匠干~I7rZF罰面

唾辺Ｉ１ｌ定義域はz>0で

ツー加｡g叶顕逢圭=助('｡g叶当）

〃"=2(log叶苦)+2=2(log麺十号）
これより，ｙ＝０，３/'＝０，３/"＝０をみたすＺの値を求め

工→＋０ならば，ｙ'→０，〃→０



これより漸近線があれば，〃＝〃＋６とおくことができる．（ｚ軸，〃軸に

平行な漸近線はない．）６を求めるにはｌｉｍ（ｙ－Ｚ)を計算すればよいから，
（』壁:｡）

Ｚノー"＝:/匠干T7rFzｱー〃

（叶1ルー2)２－Ｚ３

Ｚ→○○ならば，ｙ'→○○，３/→ＣＯ

を確認した上で次の「増減，凹凸表」と「グラフの概形」が得られる．

1０８

ｙ

－→１（お→士oo）

つ､〃Ｇ／Ｐ

Ｚ
ｒ１

ＬＪ

(2)ｙ＝V匠干双涙可冒=(叶1)音(Ｚ－２)号

「対数微分法」でｇ'を求めると

ツー(璽十,)菱璽-2)÷(,+士):(１－号)÷

．｡．ｂ＝一１

これより漸近線はｚ/＝ｚ－１（お→±○○）

であることがわかる．そこで，〃'の符号変

化を調べて増減表をつくり，グラフの概形は

右図のようになる． Ｚ

らしんばん
‘ー了而雨燕示Ｆ１

命(1)について－Mogjc→0(壁→+0)｣を考える．

/一

－：/面千丁(Ｆ万万十V面千五又ＦＺｱ･叶ｚ２

－３ｚ２＋４

雰
一

器祁

Ｚ ０ ●●●

３

ｅ２
●●●

１

ｅ２
●●● １ ●●●

Z／
'

０ ＋ ＋ ＋

〃
ﾉア

０ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋

､／ (O） 、 変曲点 い
１

2ｅ
ノ 0 少

Ｚ
●●● －１ ●●● 0 ●●● ２ ●●●

〃
'

＋ × ＋ 0 × ＋

ｙ ﾉ’ ０ ﾉ’ V~Ｉ ､』 0 ﾉﾘ
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〃＝‘rﾀﾕsl照,ｙ'=2‘りりkど灘十ｚ
で，「z→＋０ならばｙ'→０，ｙ→O」と本文ではアッサリかいてしまったが，こ

のハナシはそのまま「スナオ」には認めがたい．その「手続き」について少し説

明しておく．ｚ/'の第１項に注目しよう．

いま，ｌｏｇｚ＝－/とおくと，ｚ＝ｅ－‘で，ｚ→＋Ｏのとき，/→ＣＯである．

．．、limjrlogjr＝lim(e-‘)･(－ｵ）

＝-撫去=-1聖圭=０(ﾛピﾀﾙの定理）
（素手でやる方法はｐ,112噸ロ４(2)参照11）

ｚ/については

limZ21ogjr＝lim(z･ｚｌｏｇｚ)＝0.0＝Ｏ

で，ともあれ，ｙ'→０，３/→Ｏが確認されるわけである．

このように，「グラフの概形」を「なるべく正確に」かくためには，「一見かか

わりのない極限の知識」などが求められる場合もある．

命(2)で凹凸は,ほぼ見当がつくが,’"を｢対数微分法｣で求めておくと

び'一両i玉二雨
ゆえに､/"の符号は，一(叶1）と同じで

陶懲剛弐’
時間があれば，ここまでやっておくと丁寧だろうが，限られた時間の中ではな

かなかそうもいかない．本間のような場合はむしろ漸近線を求めた方が，「より

正確な」グラフの概形が描ける．

同方程式・不等式への応用

（１）方程式の実数解について
方程式

／(釘)＝０．．…･……………………………………………･………．．①

の実数解は，関数Ｕ＝ず(釘）のグラフとJr軸との交点のJr座標で与えられ

る．したがって「基本的には」このｙ＝/(Ｚ）のグラフについてその「増

減」などを調べることにより，①で与えられる方程式の「実数解の個数」や

｢実数解の存在範囲」などを調べるのがこの節の主な目的であるが，あくま



クｆｊ

でもそれは「基本のハナシ」であって実際は①を適当に同値変形して

ｇ(z)＝"(Ｚ）

の形にし，両辺をそれぞれz/とおいて得られる２つの関数

ｙ＝g(工)………･･･②，ｚ/＝ﾉb(")…………③

のグラフの交点のＺ座標が，もとの方程式①の解であることを利用すると，

｢方程式の実数解の問題」を「２つのグラフの交点の問題」に帰着させて考

えることができる－具体的には②，③の一方を，定数関数または比較的簡

単な形の関数として扱う場合が多い．

以下実例で解説する．

美
ご
Ｚ

鯛■玉一一弓
籾が正の定数のとき，方程式

ｅｚ－加工＝Ｏ

の実数解の個数を調べよ．

｢扉~詞】加)=e曇-郷璽とおくと
／'(Ｚ)＝ez-”（ただし〃＞O)，／"(６℃)＝ex＞０（グラフは下に凸）

で，Ｚ＝log加の前後でのみ／'(z）の符号は負から正に変化する．すなわ

ち／(Ｚ）は〃＝log碗で極小かつ最小である．ゆえに

最小値：／(log加)＝加一〃log加
一…/１－１ハ画…）…ｍｙ＝加(１－log加)…①

ここで〃＞Ｏより最小値の正負は

（１－log加）の正負と一致するから求める

実数解の個数は次のようになる．

≦=至芸

つり

１１０

つり

l撚鵬綴；
「可

Ｌ』

らしんばん

翁本問のﾃーﾏを少し｢発展的(ｲジﾜﾙ)に｣にとりあげてみよう.たとえば
２eエー加工2＝0（籾＞0）……………………………………………（＊）

のときはどうすればよいか．左辺をｇ(６℃)とおくと

ｇ(jr)＝2ｅｚ－加工2，ｇ'(jr)＝〃－２”＝2(e灘一”jr）

で，ｇ'(Ｚ)＝０となる６℃の値は簡単に求まらず，しかも本文で調べた結果を利用

するにしてもｇ(Ｚ）の増減表は〃の値にしたがって場合分けをしなければなら

ず，相当メンドウなことになる．このようなときはおキ０に注意して（＊）を



＝刀Ｚ

〃=”ヘ”=等("について解いた!!）
と変形し，２つの関数

２ｅｚ

ｚ/＝－７…･…･･…………(**)’３/＝碗
のグラフの交点の個数としてとらえる方法が有効である．

（＊＊）については

（筈)-幽筈宗2麺)－２e雪(ｚ-2）一Ｚ３ ｊ／
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ＩＺ２ノーＺ４ｚ３

で，増減表とグラフは次のようになる

…………………………………………(A）

を確認した上で，（＊）の実数解の個数は次のようになることがわかる。すなわち

“>苦のとき3個"=苦のとき2個0<"<苦のとき１個‘
ここで注意しておきたいことは，上に述べた条件(A)を必ず明示せよ，というこ

と！！この確認なしに関数の増減をチェックしただけでは解の個数を判定するこ

とはできない．たとえばこの例で〃く０にハナシを拡張した場合で説明すると

増減表だけから判断すると死→－ＣＯのときは「いかにもり→－ＣＯのイメージ」

があってウッカリ負の解が１つありそうに思われるのだが，実はどのような〃＜

Ｏに対してもグラフは勿軸を切ってその下側にあらわれることはなく，したがっ

てこの場合は解がない．この例でわかるように，「ｚ→CO｣，「ｚ→ーCO」のときの

関数値の上限，あるいは下限についてはダマされやすい－ｚ軸に平行な漸近線

があるときなどは特に注意しなければならない．

ちなみにこの方法でやれば「解の個数」の他に「解の存在範囲」もかなりしっ

かりととらえることができる．本問をこの方法でもやってみるとよい．

命再び本問についていえば,与えられた方程式を
ｅ工＝〃ｚｚ

と変形し，

｜:二誌…一…………………㈱）
の２つのグラフの交点の個数として調べてもよい．

ｌＯ
ｍ
ｍ
＋

↓
↓
↓

″
″
″

路
き
踏

如
《
》

で
↑
炉
一

一
」そ

Ｚ
●●● 0 ●●● ２ ●●●

〃
'

＋ × ０ ＋

､／ ﾉﾘ × 、‘
ｅ２

２
ﾉ’



1１２

ダ

リ

杉
Z，

（＊*＊)上の点(/,ｅ‘)における接線の方程式

は

ｙ－ｅ‘＝et(ｚ－/）（"'＝ex）

であるから，これが原点を通る場合は

z＝z/＝０をいれて，ｊ＝ｌが得られ，したがっ

てこの方程式はｚ/＝〃になる．あとはこの直

線の傾きｅと”との大小を比較すれば本文と

同じ結果が得られる．

この方法で〃＞ｅのときを考えると，図の

ように点Ａで２つのグラフは交わるが，（＊＊

＊）のグラフが下に凸であるために，これがど

こかで再び〃＝加工のグラフをぬきかえし，＃こかで再び〃＝加工のグラフをぬきかえし，解の個数が２個となることは答案

を書く上では何らかの形で触れておきたい．

（２）不等式への応用

不等式を扱う基本は「差をとって考える｣，すなわち

Ａ＞Ｂ－Ａ－Ｂ＞０

であった．したがって，／(Ｚ)＞g(z）を証明するには

Ｆ(")＝/(工)－９(z)＞０（g(")を左辺に移項した）

を与えられた「定義域」で示すことになる…

）@

臓画４

回１Ｍ麺)=g璽一(柵筈ル>0冊…………①
とおくと，

／'(z)＝ez-1-.，r，／"(‘z)＝e壁－１＞０（．.･ｚ＞0）

ゆえに／'(z）は

‘≧Q,櫛増加卜八通)>川=，《通>①………②
したがって／いは
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〃≧‘欄増加卜肋>川=‘Ｍ)……③
－>'+叶筈

(2)Ｚ＞Ｏのとき，（１）の不等式から

‘墓>等(麺>0ＷⅢ<妾く券=差

この式で側→｡｡のとき,差一Oゆえ｢はさみうち｣により

煙芸=O
らしんばん

命本文②,③で｢麺≧0で単調増加｣と書いていることに注目!！
たとえば③でいうと与えられた条件「〃＞0」に引きずられて

”>0で単調増加(刑璽)刈トル'>川=，また／(O)＝０

と書いてしまいたいところである．－「単調増加」ということの意味を改めて

考えてみよう．

「単調増加を保証する定理（p､93)」では「単調増加」の条件を

「任意のZllZ2(Ｚｌ＜Ｚ２)一／("1)＜/(jr2)」．…………….…….(＊）

と説明した．しかし本間のように「ｚ＞O」というＺの範囲を与えると（＊)のJrl

をＯにとることができないために「/(O)との大小関係」という点でハナシがつな

がらなくなってしまう．そこでこのような場合を考えてこの定理を少し精密に調

整しておくことにする．すなわち

同婦W蹄撫塞…ふい
区間［α’６］に属する任意のｚ,＜z2をとると

したがって／("）は

｜開鰯示霊一二_L三１，浸欝微分可能
である．そこで「平均値の定理」を用いると

且些'二且辿』=/'(c）（〃,〈c＜z2）
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「(α’６)で／'(")＞Ｏ一価,jr2)で／'(Z)＞0」
がいえて

／'(C)＞０．．．／(",)＜/(Z2）

である．

このようにすれば〃,を区間［α,６］の左端αにとることができて

「ず(Jr)は亜≧αで単調増加である」

ということができる．（６とjr2の関係についても同様）

ここで「ロルの定理」（p,89）や「平均値の定理」（p､90）の条件

「[α,ｂ］で連続，（α,ｂ）で微分可能（α＜ｃ＜ｂ)」

を思い出してもらいたい－たとえば左端に注目すると前ページの定理の調整の

ような区間の設定がここでも微妙に効いていることがわかる．（/'(c)を問題にす

るとき，端点で微分不可能でもかまわない）

グ

／

／

・６

／'R(α）が存在する ／'R(α）が存在しない

命(2)は,鵬、(1)plO9では｢ﾛピﾀﾙの定理｣を用いて簡単にすませてし
まった極限であるが，本問はそれを「素手」で示したわけである．

ハナシを少し拡張しておこう．一般に次の不等式が成り立つ．

‘雲>'+苦十芸十…+帯（錘>0)…………(**）
ここでは「数学的帰納法」を用いて証明する．

いま，（**)の右辺をパ,(jr）とおくと，九'(Ｚ)＝/;,_,(z）で，

（i）ｅｴ＞た(z）は成立（本問(1)）

（ii）ｅｚ＞ん-,("）伽≧3）が成立すると仮定すると，ｅ躯－ん(jr)＝g(jr）
とおいて

赤軍網室『…刈|叩《通ﾙ，…細
これより（＊＊）が正しいことがわかる．

このことを用いると，本問と全く同様にして

‘葱>'+舌+券+……+器+而諾丁套鮮孟い0）
'１<芸くう二一竺;Ｌ'Ⅲ芸=+0(興等=｡｡）

（"＋1)！

ａ ６
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（ｅｘはＺ〃よりも「はやく発散」する）

である．また，ｅｚ＝〃とおくとｊｒ＝ｌｏｇｙで，ｚ→ＣＯのときＺ/→○○となるから

，imllgg且Xl=+0(擬応誌ｱー｡｡）ｇ→｡。Ｚ／

（logyを何乗してもZ/より「ゆっくり発散」する）

この式でヅ=÷とおけば,→｡｡のとき‘=上→+0で,｡g,=_ｌｏｇ,の変ｙ

形を利用すると，

ｌｉｍバーlog/)"＝lim(－１)"/(logｵ)"＝０．．．ｌｉｍ/(log/)"＝０
ｔ→＋０ ｔ→＋０ ｔ→＋０

（ｌｏｇｊが±ＣＯに発散しても，/の方がそれよりもはやくＯにいく）

なども導かれる－みな同じファミリーと考えてよい．

回近似式と関数の展開(i鞘:縦言よい）

（１）１次の近似式

「平均値の定理」によれば，

／(Ｚ)＝/(α)＋/'(c)(ｚ－α）……･……………･…………･………①

（ｃはαと〃との間一/は)はこの区間で微分可能，両端で連続）

であった．ここで，／'(α）が存在してかつ／'("）が連続ならば，Ｚをαに

十分近くとると（|Ｚ－ａｌを十分小さくとる時）

ず'(c)＝ず'(α）（｢＝」は両辺が近似的に等しいことを表す.）

とおくことができて，①は近似的に

．f(Jr)＝ず(α)＋､f'(α)(Jr-α）…．．…………･……………………②

と表すことができる．これを／(Ｚ）の「1次の近似式」という．

さらに②でα＝０ならば，｜zlが十分小さいとき，

'(Jr)＝ず(0)＋､f'(0)Ｊｒ……･…･……･…………･……･……･……③

で，たとえば，／(z)＝(1＋Ｚ)，（ｐは実定数）に適用してみると／'(O)＝ｐで

あるから，この場合の／(Ｚ)の近似式は

（'十〃)p＝1＋虹

で,この，の値に具体的な数値-1,妾,告をいれると
古=１－野,厩雲'+告鵡脈美'+音麺,……(制のとき）

などが得られる．



1１６

｛漁撒融Jで縁１
園②の右辺をz/とおいて得られる

ｚ/＝/(α)＋/'(αルーα）

は，曲線､/＝/(Ｚ）上の点Ａ(α,／(α)）

における接線の方程式である．すなわ

ち「1次の近似式」は，関数'(jr）の

変化を，ｊｒ＝αの近くで「1次関数にお

きかえて調べる」ことである．このよ

うに複雑な関数／(z)を１次関数という

最も簡単な形をした関数に近似してあ

つかう方法は，微積分でよくとる手法

である．

（２）２次の近似式

ツ

(Ｚ＝Ｏのとき）

）

）

「平均値の定理」は次のように拡張される．

閉区間［α’６］で連続，開区間（α’６）で２回以上微分可能である関数

／(工)に対して

／(6)＝/(α)＋/'(α)(６－α)＋虎(６－α)２…………………………①

．をみたすたの値はないか．いま

Ｆ(z)＝/(6)－/(工)－(６－苑)/'(z)一方(６－Ｚ)2．…･･……･……．．②

とおくと（①を左辺に移項してαをＺとおいた）Ｆ(")は上の区間で「連

続｣，「微分可能」の条件をみたすから

Ｆ'(鉦)＝一/'(Ｚ)＋/'(jr)－(６－z)/"(〃)＋2ﾙ(６－z）

＝－(６－Ｚ)/"③＋2方(６－"）

また，

Ｆ(α)＝0（．.．①)，Ｆ(6)＝０

であるから②のＦ(.r)は「ロルの定理」の条件をみたす．すなわち

Ｆ'(c)＝－(６－c)/"(c)＋2方(６－c)＝０
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蝦=告/"(c)(｡<c<り）
としてんは求まり①は

ザ(6)=北)+f(α)(6-α)+芸'"(c)(６－α)'(α<c<6)…③
③で６をｚとおくと

／(")=北)+(｡)(麺-α)+妾/"(cﾙーα)．
（ｃはαとＺとの間)………………………④

ここで／"(α)が存在して，かつ／"(工)が連続ならば，〃をαに十分近く

とると化一α|が十分小さいとき）

．f"(c)＝ず"(α）

であるから，／(工)の「2次の近似式」は

ず(麺)=ず(α)+f(α)(錘-｡)+苦'"(｡)(麺-＠)'………………⑤
で与えられる．

さらにこの式で，α＝０とおくとlzlが十分小さいとき

ず(麺)=川十川)鍾十芸ずｗ
となる．これを用いると

（'+麺)，='+虹十，(寺')ｚ’

。｡s膿１－誉,‘雪='+叶誓｡log('+通)=麹一等
などの近似式を求めることができる－鯛ロ４(1)（p､112）の右辺は，ｅエ

の「２次の近似式」である．

園⑪⑤の右辺をｇ(z）とおくと，「2次の近似式」は曲線ｚノー’(鉦）を放物線

Ｕ＝g(jr）で近似したものであることがわかる．そして，／(α)＝g(α)，／'(α)＝g'(α)，

/"(α)＝g"(α）と，ｚ＝αにおける／"(α）までの変化の様子はｇ(z）と同じであり，

/は）の挙動を簡単な２次関数によって「1次の近似式」よりもさらにくわしい精

度で調べることができる．

園②「２次の近似式」と「１次の近似式」の精度について考えてみよう．いま，Ｚ

＞αとしておくと（ｚ＜αのときも同様である)，／(")の「１次近似式」はその真

の値

／(z)＝/(α)＋/'(c)(Jr-α）（α＜ｃ＜ｚ）（｢平均値の定理｣）

に対して

／(工)＝/(α)＋/'(α)(勿一α）（/(Ｚ)の「1次の近似式｣）
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である．ゆえにこの場合の「誤差」をＥ,とすると

Ｅ,＝{/(α)＋/'(c)("－α)}一{/(α)＋/'(α)("－α)｝

＝{ず'(c)－ず'(α)}(勿一α）

で，また／("）の「2次の近似式」は

/(錘)=北)+(α)(慰一α)+告/"(α)("-α)‘
であるから，この場合の「誤差」をＥ２とすると

Ｅ‘={/(α)+/'(c)(錘-‘)}-{/(｡)+/'(‘)(麹-｡)+苦(｡)(葱-｡)２｝
‐畦'二f幽2二2！)-圭幽竺二堅王
（A）（B）

そこでlEllとlE21の大小関係を調べるのだが，上式の第１項(A)はＥ'そのもので

あるから｜E,|＞|E21を示すにはこの(A)と(B)とが｢同符号である｣ことを示せばよい．

そこで(A)に「平均値の定理」

／'(c)一/'(α)＝/"(の(c一α）（α＜ｄ＜ｃ＜工）

を用いると

（A)＝/"(d)(Ｃ－αルーα）

となるが，αに十分近いＺの値に対してはｄもαに十分近い値となり（｢はさみ

うち｣）／"(d）の符号は／"(α）の符号と一致する．

ここで

Ｚ－α＞０．．．（"一α)2＞０，Ｃ一α＞Ｏ

に注意すると(A)が(B)に同符号であることがわかり，｜E,|＞lE21すなわち「2次の近

似式」の方が「1次の近似式」よりよい近似であることがわかる．

（３）ティーラーの定理と関数の級数展開
「２次の近似式」で述べた「平均値の定理」を拡張するハナシは，実は〃

次，またはそれ以上にまで拡張される．（これも高校数学の範囲を越えるが

｢発展的なテーマ」として少しだけ説明しておくことにする.）

関数／(工)が〃回以上微分可能であるとすると，前ページの⑤に相当する

/(Ｚ)の「展開式」は

/(露)=/(α)+半(亜-α)+柳(錘‐α)，+……

……+湊二帯(迩一αw+/吾}｡)(通-〃………①
（ｃはαとＺとの間）

のように表される－２次の場合と同様に証明される．これを「ティーラー

の定理」といい，①の右辺を／(Ｚ）の「ティーラー展開」という．
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特にこの式でα＝Ｏとおくとき，①は

／(麺)=/(0)+祭0)"+老(0)御…+藤紗!+/祭c)近"
（ｃは０と〃との間)……………②

となる．これを「マクローリンの定理」といい，②の右辺を／(z）の「マ

クローリン展開」という．

な剛野)が何回でも微分可能なとき/《芸c)州臓－０("→｡｡)で
あるようなｚの範囲で／(Ｚ）は「(Jr-α)のべき級数」に展開される．すな

わち

'(ルバα)+ギデ)(ｚ-α)+/芸α)(迩一α)璽十…

…+/箸α)(麺-α)蝿十…………③
同様にして,/《:}c)迩癒－０("→｡｡)であるような錘の範囲で(蕊)は｢“
のべき級数」に展開される．すなわち

／(ルノ(0)+祭0)叶老僻+……+/号'0)璽蝿十……④
である．ここでは深入りしないが，〃＝αにおける状況がわかりさえすれば

③の形で，特に〃＝０の状況がわかりさえすれば④の形で，われわれがよ

く知っている関数が「べき級数」に展開されることは大変興味深い－整関

数以外の関数が整式で表される!！

④の形で展開されるポピュラーな関数の例をあげておこう－ただしカッ

コ内は収束するためのＺの範囲である．

（,+錘)．=,+告鍾十α(;ﾃ1)麺2+α(α－１)(α-2)錘3+…('錘|<1)…(i）３１

（αは実数．特にαが自然数のときはＺに制限ナシ－２項定理!!）

’＝，＋〃＋Ｚ２＋………………＋〃〃＋……．｡…・ （lzl＜1)……(ii）
１－Ｚ

・重=,+告十弄十弄十…………+芳十……(露:全実数)……⑪
〃２ｚ３Ｚ４

ｌｏｇ(,+麺)=璽－７十丁-丁十…+(－１)蝿筈十…(－１<ｚ≦')……伽

，叩→丁十訂丁+…+(－１W(2麦竺云!+………Ｉｖｌ
（ｚ：全実数）



１２０

…=１－券十号-苦十叶(－１Ｗ(蒜十………伽，
（〃：全実数）

圏⑪（ii)は「無限等比級数の和の公式」そのもの!！

また伽でｚ＝１とすると「e」の値が求められる．すなわち

‘='+令十☆+去十………+☆+……
圏＠以上の例のうちのいくつかをグラフで示しておく．ただしカッコ内の数値

は近似のオーダーを表すものとする．

Ii)でα=告としたもの⑪についてＩｖｌについて

ｙ

Ｚ
(１

Ｚ

jｒ
〆罰〆 ;§▽腰帯

園④不等式の証明問題

'一舌十号ｚ‘>万二房>１－舌(麺>0）
なども，われわれとしてはマジメに

/(鰯)=１－芸十号迩璽一志,,(小声-(１－舌）
とおいて／(z)，ｇ("）の増減を調べることによりｚ＞Ｏで／(z)＞０，９(")＞Ｏを

示すわけであるが，先に述べた「マクローリン展開」を知ればこの不等式が展開

式

万呈示=１－苦十号鍾'一…………
に由来していることがわかる．

蟹
〃
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第３節

問題解法の研究
lI1NllI1lllliHI川'''''11川llllllIlIlNIllillillilllIⅡⅡ|Ⅱ'''1ilHIllllillliIIiIIⅡ1iiIiIilll1IiiliIiII1IIill1lIllIIlli{1lHII1i1l川IIIIlIlI1IlllⅡ||ⅡⅡ''1川'''111川|川Ⅱ''''1IllilI川ⅡⅡlliⅡI1l:lli1IlIlIIlIiII'|(IiilIiIl1IIiIIIilIIiIlIllillIl1IlIIlIIIIiIlⅡIⅡIIIIl

+零:諺懲 .....､舞蕊燕蕊･･･‘．.

” 説回叫抑=ﾘ男半=卿竿号u=ダ(0)=f(0）
ゆえに／(z）は，Ｚ＝０で連続である．

②log(壁土学'２)=，(壁)とおくと,(錘)は微分可能で,,(0)=0とな
るから(1)を利用することができる．すなわち

'③一味(竿ﾙｷ①（ｚ＝0）
とおくと

り男施)=ﾘ勇士'｡g(幽筈出茎)=/(0)-,'(0）
そこでｇ'(z）を求めて←０とおけばよい．



1２２

9'(")＝{log(αz＋ケ＋cz)一log3}′

－(α工十ケ＋c垂)'－αｚlogα＋ケｌｏｇ６＋czlogc
α麺十が＋ｃｚ ａ麺十が＋ｃ麺

９，(0)＝logα＋log６＋logｃ＝lｏｇａ６ｃ
３ ３

ﾘ勇士log(α蚕十筈十c雲)=些:血

卿log(α襲十筈十c雪)器=log(a6c)÷

卿('雲十筈十c雲)器=(α６c)÷=凧

……①

らしんばん
1聴緬緬繍聴聯WW撫鯛､聯緬撫撫聯繍繍繍撫撫緬､W撫緬

も本問(1)で求めていることは｢linn'(錘)=f(0)｣をｷﾁﾝと式で示すことであ必→０

る－これに「ロピタルの定理（p､96)」を利用できないか．

関数g(")は「すべての点で微分可能」であるから当然「連続」である．

．．、ｌｉｍｇ(")＝g(O)＝０，ｌｉｍＺ＝Ｏ
Ｚ→O 工→０

したがって「ロピタノレの定理」を用いて

,ｉｍ巾)＝,iｍｇｕ（＝,ｉｍ
Ｚ→O Jr-．０Ｚｚ→０ '(三三ぎ(0)=刈一,'(0)の定義!!）

＝嬰響=四半=卿州
とやりたいところだがこれはダメ!!－「ｌｉｍｇ'(Jr)＝g'(0）（Jr＝０における

Ｚ→０

９'(工)の連続性)」が保証されていないからである．その点，本問(2)の

，(露)=ｌｏｇ(｡璽十筈十c麹)(卿，'(麺)が存在し,その値は,'(0)に等しい）
はウマクできていて，空欄を埋めるだけなら「ロピタルの定理」を用いて簡単に

カタがつく．しかし鯛ロ（p､69）のような／(〃)，９(")ではそうはいかない．

…｜麺sinL(麺ｷ0）ハLr2sin上(工ｷ0），

雌|麓三m州雌|;鄭濁
この／(")，ｇ(z)は本問(1)の条件を満たし，し

かも９'(o)が存在し，その値は０であった。そこ

でＺキｏのときのｇ'(z)を求めると

グ(麺)=肋sin圭十錘２cos÷(_歩）

＝2川圭_cos士(麺ｷ0）

黙
:ｇ'(工）

Ｚ
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で｢麺→0｣のとき｢zsin士→0｣であるが第２項目の｢cos会｣は｢垂→+0」
のときも「z→-0｣のときも「限りなく振動」して卿g'(z)が存在しない
－９'(z)はｚ＝０で不連続!！このように「g'(O)を求める」ことと，「まず

g'(工)を求めておいてｌｉｍｇ'(工）を計算する」こととはちがうことがらであるか
Ｚ→O

ら注意しなければならない．

霧展間題2両fJJ左J方微J係数Ｊふ｢右方Ⅱ微係数」
諺J織関織識蕊離郷葱

｢扉~謡~l仙血土竺元芋'２二』ｕ竺土』ｕ竺売…z二と）２ル ２〃

＝÷/(α+釜-/(α)+÷ルー竺汚/(α） …..……･………①
条件より／'(α）が存在するから

リ男如+釜-/(α)=(α）

リ男f(α-竺方ﾙ)=隅/(α+等-f(α)=(α)(-Ｈとおいた）

川im/(α+")-/(α-胸)=吾/'(α)+労'(｡)=(α）ん→０ ２〃

ゆえに'*(α）は存在して／'(α）である．

(2)（i）／'(O）について

隅》(")元/(0)=隅半=隅半=２

期/(")元刈=四半=関与=０
（ﾉi→＋０のときはノb＞０，〃→－０のときは〃＜0）

これらの値が異なるからザ'(0）は存在しない．



(ii）／*(0）について

，ｉｍ／(O＋ﾙ)－/(０－")＝,ｉｍ("＋|"|)－(－"＋'一"|）
ん→０ ２〃ｈ→０２〃

=卿芸=’
ゆえにず*(0）は存在してその値は１である．

らしんばん
｢一一一アーーーーデ三三~三五

翁/輩(α)と/'(α)を混同しないこと．

/(α－"）

本問についていえば①で加+伽)~北)=A,ルー竺方地)=Bとすると，〃

Ａ，Ｂで用いているんは同じ〃であるから

〃→＋０ならばＡは右方微係数jiR'(α)，Ｂは左方微係数九'(α）

〃→－０ならばＡはた'(α)，Ｂはた'(α）

になる．

したがって／*(α）は／(Ｚ）のｚ＝αにおける九'(α)，九'(α）がそれぞれ存在

すれば(それらが一致しなくても)九'(α)吉允'(α)として存在するが,/鵜(｡)が
存在したからといって／'(α）が存在するとは限らない．

本問(1)についていえば／'(α）が存在するから

九'(α)＝ん'(α)＝/'(α）

であり，当然／*(α）は存在してその値は／'(α)である．

命／*(α)を｢視覚的｣にとらえるならば次の図(吻>0とした)で｢ABの傾
き柳」の〃→Ｏのときの極限である．

y＝/("）

命①の第２項で分母を(-伽)に調整してあることに注目!!－ず'(α)の定義を
利用するときの式変形は，「分子の微小部分に分母の微小部分をあわせる」のが

ポイントである．

たとえば

ｌｉｍ／(α＋2ｈ)－/(α)＝２１ｉｍ／(α＋2h)一/(α)＝2/,(α）
ん→０ 〃２ｈ→０２ﾉｂ

のようにやる．

1２４

、
ノ
垂
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篭ニー間露

目Cf)‐湾

．ｒ説回(,l／(昨sin〃とおくと，
／'(")＝coszであるから，平均値の定理より

SinZ2-Sinjr1
F＝COSａ（Ｚ,＜α＜Ｚ２）…………………………①

辿芸三芸些型=cCsβ(趣くβ<鞠）…………………………②
ところで，ｃｏｓＺは０≦.z≦汀で単調減少であるから

α＜β＝今ｃｏｓａ＞cＣｓβ

これと①，②から

亘l旦-2堅二迦-22L＞…二皿-聖（・・・α＜z2＜β）

（２）ノl＋ﾉα＝1,0＜/l＜１，０＜〃＜1,0≦〃く､/≦汀から，

…+…(漁淵撫）
そこで，（１）のＺ１１Ｚ２１〃3をそれぞれ〃，ノljr＋仰，ｙとおくと

sin(加十仰)－s叩＞望Ｕ二§i旦_g竺土幽上
ノlz＋〃一Ｚ〃－(/ljr＋〃）

鱈in(加十")-s伽>迦鵠蓋竺志幽’．．（ﾉ1-1)叶仰

型､(」芸誤芳sin顕>sin’ﾗi消十"）
ここで，（zノーz)＞ｏであるから，両辺にｽﾉα(ｙ－Ｚ）をかけて

ス{sin(ﾉl叶仰)－sinz}＞似{si叩一sin(加十〃)｝

．．．（ﾉ'十ﾉα)sin(ﾉl叶仰)＞ﾉlsinjr＋ﾉasiⅣ

．．．ｓin(加十〃)＞/Isin叶似si叩



1２６

らしんばん
|畷､卿柵､癖岬撫､綱､鵬撫繍､畷緬撫繍撫撫職銅

翁‘,=ず(錘)のグﾗﾌの凹凸と'"(錘）
の符号の関係をどうとらえればよいか

を考えてみよう．たとえば，ある区間

Ｉで／"(工)＜Ｏであるとする．

この区間で〃の値を任意に３つと

り，α，ｃ’６（α＜ｃ＜６）とすると

「平均値の定理」より

／(二三:(α)=(α)(α<α<c）
／(6)－/(c)一ど,,｡、，一ルェ、

α＝一一
し~－“ Ｓ

／(筈三f(c)=(β)(c<β<６）
ところが／"(jr)＜ｏだから／'(z）は単調減少である．

して／'(α)＞/'(β）ゆえ

／(c)-/(α)>/(署三f(c） ………(＊）Ｃ一α

これがこの区間の任意のα，ｃ’６で成立するこ

とは，〃＝ず(jr)のグラフが「上に凸」であることにＡ

他ならない．（｢下に凸｣の場合は各自で考えよ.）

また，右上図の点Ｃ'がＡ'B'をｓ：／に内分して

いる点ならば

ｃ＝虹十s６（s＋ｊ＝１，ｓ＞０，/＞0）

のように表されるから，これを（＊）に代入するとＡ

／(虹十s6)-/(α)〉/(4)１(些土望）〃血一Ｔ、

Ａ

Z。

／

そこでα＜ｃ＜βに対

〆
一一

↓

Ｃ′

／～、ミ

Ｂ

』
一。

Ｂ

伽十s6)－α＝６－("十s6）

ｓ＋ノー１を用いて分母を払って整理すれば

／(”十s6)＞が(α)＋s/(6)

．．．’(c)＞が(α)＋雛(6)…………………（

になる．右図で△Ｂ'ＡＡ'，△ＡＢＢ′に注目する

が(α)＝p，ｙ(6)＝９

であるから

州十ｙ(昨'+，=両｜／(c)＝Ｃ'Ｃ

で，（＊＊）はＣ'Ｃ＞Ｃ'Ｋ（ＣはＫよりも上側）

であることを表していることがわかる．これは

曲線が「上に凸」であればきわめて当然のことで曲線が「上に凸」であればきわめて当然のことである－微分法を用いないで曲

線の凹凸を調べるときはこのようにやる．

本間についていえば，／(工)＝sinzであるから，グラフはＯ＜〃く汀で「上に

凸」で，本文に述べたことがらが成り立つのはあたりまえである．
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したがって(1)で，「平均値の定理を用いて……」という条件がなければ，

y＝ｓｉｎｚがあたえられた範囲で「上に凸」であることを確認した上で

（ＡＣの傾き)＞(ＣＢの傾き）

とすればよい．

剣上に述べたことがら(｢凸関数｣の性質)は｢不等式
の証明」などに応用されることが多い．たとえば微分可

能な関数

３/＝/(z)……………･…………･…･…(***）

のグラフが「上に凸」であるとする．

このとき，この曲線上の点Ｃ(c,/(c))における接線

の方程式は

〃＝/'(c)(z-c)＋/(c）

で与えられるが(＊*＊）との関係でいうと，任意のｚの値に対して不等式

／'(c)(Ｚ－ｃ)＋/(c)≧/("）（等号は釘＝ｃのときに成立）…………(****）

が成り立つ．これはグラフの上下関係からほとんど明らかだが，マジメにやれば

ｇ(z)＝/'(c)(Ｚ－ｃ)＋/(c)－/("）

とおいて

ｇ'(z)＝/'(c)－/'(Ｚ）

を求めると／'(Ｚ)が単調減少であるから右の増減表

が得られる．

Ｚ

g'(z）

g(Ｚ） 、

Ｃ

0 ＋

０ ﾉ’

すなわちｇ(")はＺ＝ｃにおいて極小かつ最小の値Ｏをとる．すなわち不等式

(＊**＊）が成り立つ．

このことを利用しておもしろい例を１つあげておこう．上の／(z)を

／(z)＝ｌｏｇｚ

に とるとｙ

／'(錘)=差,（麹)=一参く０
であるからグラフは「上に凸」で(＊**＊)は，任意

の〃（＞0）の値に対して

÷(諺-c)+ｌｏｇｃ≧ｌｏｇ”
である．

ここでｚの値をα,，α２，……，α〃として上の不当

と

として上の不等式に代入し，辺々を加える

芸(α,+α2+……+α"-"c)+"logc≧ｌｏｇａ１+'oga2+……+ｌｏｇα〃
が成り立つ．そこでこのｃの値を

α1＋α2＋……＋α〃
Ｃ＝

〃

にきめると上の不等式の第１項のカッコの中は０となり



〃lOgal＋α2＋……＋､α"≧log(αlα2...…α"）
〃

Ⅱ｡ga1+α'+……+α卿≧告'｡g(α‘｡‘……α")='ogIw而両扇〃

すなわち

α,＋α2＋……＋α"≧W/Z玩万意云瓦『（相加平均≧相乗平均）
〃

が示される．（ただし等号はα1＝α2＝．…●．＝α"＝Ｃのときに成立する．）

1２８

をもつ．

ｐ､４４参照）

これより，ｇ(z)＝０は，ただ１つの実数解α(O＜α＜1）

（｢中間値の定理」

(2)/(錘)=パハバ麺)=一芸e号
このとき，与えられた条件と(1)とから

α為+,＝/(α魚)，α＝/(α）

辺々ひいて，「平均値の定理」を用いると

ajb+１－α＝/(α魚)一/(α）

＝/'(c)(α々一α）

（ただしｃはαＡとαとの間）

eし
砥

一

勺
■
ロ
■
■
一

リ

■■

｢扉~詞](')g(")="-e-号とおくと
此)='+告e号>Ｏ
これより，ｇ(工）は単調増加で

ｇ(0)＝－１＜０

，(1)-1-方>Ｏ
これより，ｇ(z)＝０は，ただ１つの実；



L)／｜α’α画

＝一昔e号(‘蝿-α）

利α偽卸-α'=告e-;'α耀一α'<告'α偽-α’
（．.．ｃ＞０より０＜ｅ－;＜1）………..………..….….…①

＊０≦'α蝿-α'<告'・蝿-1-α'<(苦鵬2-α'<……

…<(告ル瀞一α'<…<(告)"~''＠!-α'=(告)蝿~''2-α’

ここで,鯉(告)蝿~！=Q'2-α'は有限確定値であるから
ｌｉｍｌα"－α|＝０．｡．ｌｉｍα"＝α

らしんばん

命(')は｢中間値の定理｣である.本間の場合はg(麺)の｢単調性｣から解はただ
１つであることがわかる．

ｊ／

Zｄ

命(2)について－
このような問題を解く場合にも「平

均値の定理」は威力を発揮する．

ここで，

「"→○○のとき，α"→α」を「視覚

的に」とらえるために「z/＝ｊｒのグラ

フ」を利用するというハナシは，すで

に「数列の極限」のところで説明した．

（p､１８）

翁一般に/(")をすべての実数で定義
された連続な関数とするとき任意の実

数〃に対して

｜/(z)-61≦伽－６１（6,A『は実数，

ならば

O＜たくl）

iｆ>写I~
Ｚ
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：
庵
…
＃
蕊
蕊
驚

議
蕊
一
議
識
溌
灘
蕊

熟
＃
…
蝉
灘
驚
蕊
蕊

蕊
溌
議
溌
蕊
議

誠
一
》
一
一
群
群
》
》
》
》
》
》
識
》
》
》
》

蕊
難
｝
蕊

Ｊ
蕊
Ｊ
織
撚
蕊
Ｊ

》
戦
蕊
職
蕊
鴬
蕊
翰
蝋
蝋
蝋
撚
陶
鴬
猟

潔
溌
競
撚
撚
§
蕊

α,＝/(α)，α"＝/(α"_,）（〃≧２，αは実数）

で定義される数列{α"}は６に収束する．



1３０

錘溌醗

，ｒ説｢扉~誤~I/(壁)=ｓｍ－州=sin(叶等）
については「高次導関数」（p､８７）ですでに説明した．

そこで２つの関数を

Ｇ:’１=露sin(璽十早瀬）

Ｃ州2=sin(叶著派）

Ｃｌ

〈ﾝ而可

とおいて，２曲線Ｃ１，Ｃ２の交点ＰのＺ座標をαとすると，αに対してＣｌ，

C2のｙ座標は等しいから

ａｓin(α+芋脈)=sin(α+苦廠)………………①
このとき点ＰにおけるＣ１１Ｃ２の接線/１，ムの傾きを〃１１"２として

碗,．”2＝－１であることを示せばよい．

’１－sin(針早廠)+麺sin(鍾十苦旋）

〃‘,=sin(璽十半旗）
であるから

”!=sin(α+且ﾗL燕)+ａｓin(α+苦脈)…………………②

”2=sin(α+半施)…………………………………………③

ここでﾊﾅｼを簡単にするためにα+苦"=βとおくと

①よりａｓin(β-号)=sinβ←αcosβ=sinβ

②より"‘Fsin(β一号)+ａｓinβ=_cosβ+ａｓinβ

③より",=sin(β+吾)=cosβ
これらを用いると
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，'Z”2＝(－COSβ＋αSinβ)COSβ

＝－COS2β＋αSｉｎβＣＯＳβ

＝一COS2β一Sin2β＝－(Sin2β＋COS2β)＝－１

すなわち，ノ,’んは点Ｐにおいて直交する．

らしんばん

命／(")(錘)を"=0,1.2,……について順次求めていくと
Ｓ１ｎＺ，COSＺ，－S,皿，一COSＺ，Sinjr，……で.f(4)(Jr）以下は「はじめ

の４つのくり返し」になる．このことに注目すると本問のＣ１，Ｃ２は

ＩｉＩｌ謡璽川|王鯛⑪'二麓璽,1M随…
のいずれかの組合せを考えればよく，しかも「(i)と(iii)｣，「(ii)とＭがたがいに原

点について対称であることに気がつくと(i)と(ii)の場合だけを考えればすむ．

まず(i)の場合は

Ｃｌ：』/＝ｚｓｉｎｊｒ．．．』/'＝sin叶勿cosz（＝柳,(工）とおく）

Ｃ２：ｙ＝cosZ．．．&/'＝－sｉｎｚ（＝加2(jr）とおく）

また，これらの交点のＺ座標.r＝αに対しては

ａｓ１ｎα＝ｃｏｓａ

が成り立つから

〃,(α)･''’2(α)＝(Sｉｎα＋αCOSα)･(一Sinα）

＝一Ｓｉｎ２ａ－ａＣＯＳａＳｌｎα

＝－Sin2a-COS2α＝－１

すなわちＣｌ，Ｃ２はこの点で直交する．（(ii)についても同様である.）

このようにやるといくらか簡単に見える．

『′説｢扉~読刀①②の右辺をそれぞＭｚ),g(麺)とすると
／'(or)＝２cosZ

９'(z)＝２sｉｎ肋

で，２曲線がｚ＝／（0≦／≦27r）で接するための条件は

「ず(#)＝g(ｔ）かつ.f'(ｵ)＝g'(f)」
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すなわち

’剛二;識/ｆ…二:二二二二二二鴛二:二二二二二二二茎
となることが必要十分である．

そこで，まず④を解いてオの値を求め，③に代入してαの値を求める．

④より

ｓｉｎ２ノーcＣｓノー２ｓｉｎ/ｃＣｓノーｃｏｓｊ

＝2cCs‘(sin‘一芸)=いcCs‘=0またはsin‘一昔(0≦‘≦2脈）

。｡s‘=0から#=吾,￥

＆in‘=妾から‘=音Ｗ
以上の／の値に対して③からαの値を求めると

＃=苦のとき,α=2sin苦十cosl『=2-1=１

ｔ=号揃のとき,α=2sin等十cos3流=－２－１－３

ｔ=苦のときα=2sin音十Cos号=,+告=号

オー等のときα=2sin￥+cos等-,+妾=号

ゆえに,とりうるαの値はα=-3,',芸
らしんばん
…涼雨燕雨而而而雨燕嗣而可諏匝童竜室三コ

翁2曲線
ｚ/＝/(jr)，ｙ＝g(z）

が，「麺座標がαの点で接する」とい

うことは，この点で「接線を共有す

る」ということである．すなわち

／(α)＝g(α)，／'(α)＝g'(α）

問題を解くにあたっては，２つの方程式

．f(jr)＝g(jr)，ザ'(jr)＝g'(jr）

が「共通解α」をもつことである．

司参考までにα=苦の場合について
図示しておく．

ａ
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肉
】

の約

ゆえに〃＝Zで極値１をとるとすると／'(＃)＝ｏであるから

|＃;苓i！叩ﾉー蝋豊8二二:'必要！
②，③からαを消去して，まず/を求めると③より

α＝－ｔ2＋4ノー１…….…..……｡..………….….．…④

これを②に代入すると

２ｔ２－(－/2＋4/－１)/－２＝0

回1Ｍ通)=化璽十'俄弄‘)伽=-2(き:手斧-2）
･･･…①



らしんばん

命本問(')の｢極大値が'｣をどう読むか．スナオ
の符号変化」を調べて「増減表」をつくる，とい

その「符号変化」のメヤスとなるｚの値は

／,(Z)＝０．．．２r2-aZ-2＝Ｏ……．

の２解α，β（α＜β）すなわち

‘=｡-辺諏,β="+辺興
で，このα，βを用いて「とりあえず」

増減表をつくると（この考え方も大

切11）右のようになる．

次に／(β)＝１からβ(極大値を与える〃の値）

だが，上で求めたα＋､92士ｌＱをそのまま／(麺

．．．オ3-2/2＋/－２＝(/－２Ｗ2＋1)＝Ｏ

これを④にいれて

α＝-22＋４．２－１＝３

逆にこのとき（α＝３のとき）

／(態)=詩
－２(Ｚ－２)(2叶1）

／'(Z)＝（"2＋1)２

/＝２

1３４

次に／(β)＝１からβ（極大値を与える〃の値）を消去してαの値を求めるの

だが，上で求めたα＋、α2士ｌＱをそのまま／(工）に代入するには少し勇気がい
４

る．せいぜいβが（＊）の解であることから２β２－αβ－２＝０を利用してβを

消去することになる－それにしてもメンドウだ．まして／"(jr）の符号を調べ

て極大，極小を確認する方法も本間についてはあまり有効ではない．そこで本間

では本文に述べたように「極大値をとるｚの値を／」とおいて

／'(/)＝０，／(/)＝１

で右の増減表が得られ，／(2)＝１が極大値であることが確められる．（十分）

(このとき極小値は/(-妾)=-4）
ゆえに，求めるαの値はα＝３である．

(2)／は）が連続関数であることに注目して「.〃→±○○」の状況を調べると

４－型

/(恋)一式一，(聖→士｡｡１
，，℃

であるから，（１）の増減表とあわせて求める値域は－４≦ず(Jr)≦１

｢極大値が1」をどう読むか．スナオ（?）に読めばそのまま「/'(Ｚ）

を調べて「増減表」をつくる，ということになる．

変化」のメヤスとなるＺの値は

二０．・・２.ｒ２－ａＺ－２＝０……………….…………..…（＊）

Ｚ ａ β

/'("） ０ ＋ 0

/(工） 、‘
極
４、
ノリ
極
大
、‘

勿
●●●

１
’
２

●●● ２ ●●●

/'(z） ０ ＋ ０

/(Ｚ） 、‘ －４ 〃 １ 、‘
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のように「共通解の問題に帰着」させたわけである．

条件はｊｒ＝ｆで極大値をもつための「必要条

しかしこの「ず'(f)＝0」の
ｙ

件であるが十分条件ではない」ことに注意して

おきたい．α＝３が求まったあとで「増減表」

を示してあるのは，「十分性（このときたしか

にｌという極大値をもつ)」を確認しているわ

けで，このやり方ではα＝３の値が求まった

前半よりもこの確認の方がむしろ重要な意味を

もつと考えなくてはならない．

命参考までに本問の関数(α=3)のグﾗﾌの
概形を示しておくと右図のようになる．

龍-‐間頴

の鱒f瀧浄謡

のI剛I』H1浄副

｢扉~詞]''１｢対数微分法｣を用いる．
log/(")=('･帥)'．g圭一(ｌｏｇ肌………………………①

＊器－２('･帥)÷……………………………０
〃 0 ●●●

/'(z） ＋

/(苑） ﾉ’

〃＞０，／(.〃)＞０だからｌｏｇｒの符号を調べる

ことによって，右のような増減表が得られる．

／(1)＝１

が極大値となる．

(2)②より

／'(錘)=－２/(J,)lo雲〃／'(z)＝-2巾)=二二……………………………………………③

〃'(鉦)=-21/MlO三里十Ｍ圭_巾)暇，
これに③を用いて右辺を整理すると

､Ｚ

１ ●●●

０

１ 、‘



1３６

洲小哩{2(log麺)璽十log通－１）

＝響(2log通－１)(log迩十'）
ゆえに／"(.r)＝０となるＺの値は〃＝e;，ｅ－ｌで，これから次の凹凸表
が得られる．

〃 ０ ●●●

ｅ
－１

●●●

1

ｅ２
●●●

/"("） ＋ ０ ０ 十

/(z） Ｕ ｅ
－１
、

１

ｅ４ Ｕ

(3)①より

limlog／(z)＝－.○・・．ｌｉｍ'(jr)＝＋Ｏ
Ｚ→＋O jr→＋０

１imlog／(")＝一○○．・・ｌｉｍ'(Jr)＝＋Ｏ
Ｚ－ｂＯｏ Ｚ→ＯＯ

Ｚ→＋０のときlogjr→一○○

Ｚ→○○のときｌｏｇｚ→○○

(4)右図（〃＝Ｏが漸近線）

(繊榊）
ｙ

jｒ

に

〃

､ｒ

らしんばん

命(重")'="鍾卿-‘にならって,ただ｢形式的」

｛(会)'…I=('…)(妾)!.…
などとやってはいけない－「対数微分法」

を利用する．

命(3)についてはツー,ogzのグﾗﾌを
利用して考えるとよい．すなわち，

limlog／(z)＝log(lim／("))＝一○○
亜→＋Ｏ Ｚ→＋０

．．．ｌｉｍ／(jど)＝＋Ｏ
Ｚ→＋０

‐で､ある．

ｊｒ→○○のときも同様である．

肩に.ｒのある式の微分は「対数微分法」？肩に.ｒのある式の微分は「対数微分法」を用いたが，それと同様に肩にJrの

ある式の極限も対数を利用して考えるとよい．

動'4'でグﾗﾌを描くとき,｢原点の近くではどんな形になるか｣が少し気にかか
る－「lim／'(z)」を調べてみたい．

Ｚ→＋０

本文①，②から／'(工)を求めると

（麺)=-2竿化）
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＝－２』Qg-里･e-(logz)2＝－２－１９９－Ｌ･……･…………････……(＊）
Ｚ ｊｒｅ(logｚ)２

ここでｌｏｇｚ＝－オとおくと〃＝e-tで，「〃→＋0」のとき「/→＋CO」である．

←2万砦器両=-2云云差溺=2六………………………(**）

＝2崇古=2畏古

－２釜古一十，似吾｣｢鯛１－風）
すなわち，原点の近くでは「接線の傾きは限りなく０に近い値をとる」ことが

わかる．なお

芸="e-趣－０(鯉→｡｡）
についてはすでにｐｌｌ２でくわしく説明した．

また，少しメンドウな極限では「ロピタルの定理」（p､96）に大きく期待する

ところだが，本問については(＊）で

期圭器預=期e…鯉十麺e仙.帆2(ｌｏｇ弱)÷
〃

＝』鴎e(logｚ)2(砥十2錘,｡gｚ）
と変形しても，分母が「CO×O」（limZlogjr＝Ｏもｐ､109,115に示した）の不

定形となり，何らかの形で上と同様な「置きかえ」をせまられてほとんど役に立

たない．もちろんはじめに（＊＊）の形にまで変形しておけば

蝿六=蝿・龍-‘も＃－，)=+０
である．

篭ニー間目＆

雛撚綴繍蝋繍蕊溌ｌｉ蝿蕊i撫蕊i繊溌綴灘溌溌ｌｌＩｉ;蟻l鐘 鯉謙潔蕊鰯

箇鰹抄唾:露璽霊渥睡翻

繊議Ｉｉ綴蕊 勘

．ｒ説｢扉~冒菟~l('），'=2叶’



これより，求める条件はｃ＞－１

よって，点Ｐ(α’６）（6＝α2＋α－２）にオ

(i)‘ｷー会のとき：
，_(｡璽十α-2)=一雨(璽一｡）
，Ⅷ=-壷呈丁(灘-α)+α璽十α~２
＊〃=一万二五通十α'+α一芸
一羽:可(αｷー会）

⑪‘=一芸のとき:"=一芸

における法線の方程式は

ｙ

1３８

噸
'－

．－１／
／
耐

ａ

(2)法線がＱ(0,ｃ)を通るのは(1)の(i)の場

合であるから，（i)の式でｚ＝０，ｙ＝ｃと

｡=α，+α~号~2(2α+，
１
．….……….…………………………②ｃ=αz+α一昔－２(2α+1）

ユ

これをみたす異なる３つの実数(Zが存在するための条件を求めればよい●

右辺をｇ(α）とおくと

，(α)=α2+･－号－２(2α+1）
１
．…………………….…………｡③

此)=2｡+1+(2α幸1)，
－(2α＋1)3＋13-2(α＋1)(4α2＋2α＋1）

(ただし，ｌｉｍ９(α)＝CO）
Ｘ→±。◎

（2α＋1)２Ｊ（2α＋1)２
ここで，

４α’+2α+'>0(子='塾-4<0）
であるから，ｇ'(α)＝ｏをみたすαの値はα＝一

のみであり

ｌｉｍｇ(α)＝CO，ｌｉｍｇ(α)＝一○○
α→-;-０α→一昔十０

に注意すると次の増減表が得られる．

V暇ａ 一○○ ●●● －１ ●●●

１

２
●●● ＋○○

9'(α） 0 ＋ × ＋

9(α） ＋○○ 、‘
－１

極１、
ﾉｗ × ﾉﾘ ＋○○
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動(2)の②で,右辺のグﾗﾌをかいておいて,直線'=･を上下に動かしながら

②の分母を払って整理した３次方程式

４α3＋6α2-4(C＋1)α－２(C＋2)＝Ｏ…･……･……･……･…･･………(＊）

が３つの実数解をもつ条件として調べるのはかなり大変である－「基礎解析」

「微積分」を学んでいるわれわれとしても（＊)がパラメーターｃについてス

ッキリと解けないとき（たとえばＣ２などがまじり込んでいるときなど）はその

ままの形でやることになる－「たじろがずにやる」姿勢も場合によっては大切

②の右辺が，３角関数や，指数・対数関数などであらわされる関数であるとき

も同様である．（p,110の鵬ロ玉を参照）

翁本文中のグﾗﾌ,’=9(α)について説明しておく。

α→士｡｡のとき-ｍ)可→0であるから,十分大きな(あるいは小さな）
αの値に対してｇ(α）の第４項目は無視できる．すなわち２次関数

〃=α２+α-号……………………………………………(**）
のグラフに限りなく近づく（漸近する）ことがわかる．

ここで-ｍ；羊1丁の正負に注意すると,'=9(α)のグﾗﾌは

仁一i:重'二|:鯛ｉ
であることがわかり,このﾊﾅｼと漸近線α=-÷を利用することＭα)を
計算しなくても，ほとんど「目見当で」このグラフの概形をおさえることができ

趣1J鋤卜遊鴬いfすべ鴬のｵ実数諺について,別鉱)十〃《態)≧０が成立ずる

(ただし,~対十数憾自然対数とする｡）

ｊ

八
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発展J問J題10-不等式への応用
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舗蕊蕊灘鰯織蕊識撫
::gも:::::;:::;:::::;:9::::錘::::t:::２２:::蝉:::::?::識::識:;:;苫群;:;:::::;:::鍔:;::::;:;;:;:;『?::;:蝉:::群:;目:::;::?;:鍵:蝿鎧:::』:!“:'“錘蝿謹鑑:蝿:錐i;↑&i;;,i;t:;:I:i;§:;:;;:hi:Ｉ:i;ifIP;;:ｌｌ６ｉ,i;i:i:！;i:』;i:§.;:i:i:i:Ｉ

鵜11：§;１１
.↓･熱.燕.:’１輪燕.蕊.識.:斡燕.ﾓ.:‘蕊識.蝉識燕.燕.

。、ロ.q・■.■.４，．００．.■，pbd･ﾏﾛq･◇ppq。,｡■・ﾛ｡｡■◇,pqh■●･ｑｑＤｐ､■q■Ｄ･ﾛ■■｡｡■■q■ﾛ■ppqbp■qqbbp・I■ﾛq●b･■■･qbpd･■■■.｡■-ﾛ・ﾛ■pqqqqqpnD

雛識燕識蕊i蕊蕊識識織識識難識
姓:E:E::;上:::gf1yg:L;::.:?:::::::目:::鋲:::呂脅:::二::ﾋﾆﾆ:::::::!::５:i:::ﾖ↓:;5::』:::;号;』::::;:;?;蕊::1::;?::::号::::

｢扉~河’伽='のとき:，にかかわらず／(1)+〃(')=0である．

(ii）Ｚ＞１のとき：

加)+加(麺)=(圭一')+ルー')log3=-号+，(麺-')ｌｏｇ３≧Ｏ
Ｚ－１＞Ｏゆえ

′log3≧差刈≧前:雨………………………①
Ｚ＞１よりＯ＜上く１であるから，右辺のとりうる値の範囲は

Ｚ

Ｏ<看両:雨く志
ゆえに，①をＺ＞１でつねに成立させる，のとりうる値の範囲は

'≧,｡省３
伽ｊｒ＜１のとき：

／(")＋〃(z)＝－ｚ＋1＋，(2ｴー'－１)≧O

ここで〃－１＜Ｏより２錘-'－１＜Ｏに注意して，これを，について解くと

’≦2塁， ………･…………………………………･……･……②
そこでｚ＜１において，この右辺のとりうる範囲を求めるのだが

２韮－１－１＝…ん）ｙ
。〃-,1＝"z(z）

とすると，これは右図の「ＡＰの傾き」を

表すから

Ｏ＜"z(工)＜[(2ｴー')']z=，

＝[2z-1log2ルー,＝log２

（ただし，［/'(zルーα＝/'(α)）

これを②の右辺に用いると

”た)-2美≦,>志
ゆえに，Ｚく１で②をつねに成立させる

ｐのとりうる値の範囲は

′≦巧き百

／
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以上のことから(i)，（ii)，（Ⅲ)を同時に成立させるｐの範囲は

応≦p≦而差画('･g2<log3）
らしんばん
F一声アテマア予示言云云〒〒云云三~三三一需一

命本問を

…剛非|獣寅､脳
としてＧ'(z）を求め，Ｇ(z）の増減を調べる方法でやれなくもない（やらなけ

ればならないときもある）がキチンとやるには相当メンドウである．

ここでふと「Ｇ(1)＝Ｏに気がついてしまう」と

仙陛鯉添墓宇遮くり伽に喫皐蔚遮>Ｄ
である条件を求めればよい，という錯覚にとらわれる（なぜか同じ答えになる）

がこれはダメ!！それは「Ｇ(1)＝０，（i)，（ii)」が成立すれば「すべてのｚに対し

てＧ(z)≧0」はいえるが「その逆」はいえないからである．

（i)についていえば右図のような場合をケントウし

ていないからである．

本問のような場合は「すべての実数Ｚについて

……が成立する，の範囲」とあるので，パラメー

ターｐに着目して，このｐを他から切り離す方向
Ｚ

で考えるのが妥当であろう．方程式の場合もそうで１

あったが事実その方が簡単に扱える場合が多い．

ただ，このとき１つ注意しなければならないことがある．本問の例でいえば，

与えられた不等式を

〃(z)≧/(z）

と変形し，両辺をｇ(工)で割ることになるのだが，その際「g(麺)＜O」のときは

不等号の向きが逆向きになる－本文の(i)，（ii)，伽はそのことのための「場合分

け」である．

司州=2三二丁Lが,図の｢APの傾き｣を表していることに着目して，
ｙ＝2z-lが下に凸であることから，ｊｒ＜１における，,z("）の範囲を求めたことは，

かなり有効であった－点Ｐが点Ａから左に離れるほど（図でいうとＰ,の方

がＰ２より）ＡＰの傾きは小さくなり，ついにはＯに近づいてしまうことがわか

る．

なお,鵬三三三丁Lは‘=2←1の麺='における｢微分係数｣である
また，これに「平均値の定理」を用いれば



1４２

２二三TL=洲｡92(慾くc<'）

い洲=洲｡92）
で，この右辺についていえば

２c-llOg2＜ｌＯｇ２，

卯｡2塗~1log2=log２

だから,旦吾の上限がｌｏｇ２で
あることは簡単に説明される．

醗噸

鞭§鰯 灘獅Ｉ綴

鰯

－１

〃〆

｢扉~顎~ＩＰ(剛)とすると，’=Ｓｍで,汀=(Ｍ２)である．

ここに鋤=券"2=等であるが，

’２=筈=易(s、)=…筈=…延……………………①
で，Ｚﾉ,2＋2ﾉ22＝Ｖ２をみたすから上に求めたり2をこれにいれると

り,2＋(2ﾉ,COS工)2＝Ｖ２．．．（1＋COS2Z)ひ,2＝Ｖ２……………②

次にグー(等,等)を求め鼠(ただし等=等であるＪ
②の両辺を/で微分すると

２cos垂(_s伽)号,,璽十(,+c､s'麹)伽等=０

州,+cosⅧ等=2si…｡…川芳=,,）
ここで，ひ,＝Ｏとすると，〃2＝ひ,cosZ＝OしたがってＶ＝,/51面千~5房＝0
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となってしまう．

．.、ひ,キ０

＊等=三器昔等,１２=器器v‘

（②から"‘=而呈弓を求めて代入）

また,第２成分等については①をさらに＃で微分して

等=蒜(…麺）

＝等…+蝋(-富加)訓隙論法｣）
＝c…等-,,zs叩

＝cosz号器等V2-面呈弓sin麺=_(,器二z)‘Ｗ
以上のことから

'亙=(等)璽十(等)。

＝{誤器v2F+{(,手器)〃}'=(,二窯璽),v‘

≧こで'+cos‘…とお化(,芸窯迩),は
/(")=デル)=並デ'<０('≦"≦2）

ゆえに／("）は減少関数で，〃＝１のとき最大となる．このとき，ｃｏｓＺ＝０，

SinZ＝±１で，固の最大値はＶ２である．

らしんばん

令べｸﾄﾙで極限をとるということはその変数に注意してそのまま各成分の極
限をとるということである．微分する場合も同様である．

命速度べｸﾄﾙ,加速度べｸﾄﾙについて説明しておく．
平面上の曲線Ｃがパラメーターを用いて

Ｃｌ則
で与えられているものとする．この曲線上の点Ｐの位置ベクトル

ＯＰ＝(z,ｙ）

はオによって定まるから／の関数である．これを五(ｔ）で表すことにすると，



144

時刻/，朴山に対するＣ上の２点の位置

ベクトルはそれぞれ

ＯＰ＝ｐ(/)，ＯＰ'＝，(ｊ＋“）

で表される．このとき

４１＝，(ｵ十Ｊｵ)一，(ｵ）（＝ＰＰ'）

は［ｵ,ｵ＋ｊ］（4ｵ＜Ｏのときは［ｵ＋４ﾉ,/]）

における動点Ｐの変位を表すベクトルで，

券はこの間の｢平均変位｣を表していふ
そこで』→０としたときの極限を

〔〕

ｙ

Ｚ

了＝ｌｉｍ４且=－２【且………………………………………………(＊）
“→０４オ伽

で表すことにすると，これは時刻/における「瞬間の」変位を単位時間あたりの

ベクトルとして表したもので，この汀を時刻/における動点Ｐの「速度ベクト

ル」という．

（＊)で，Ｚ＝/(ｊ)，、/＝g(ｵ）としてこれを成分計算すれば，

隅芳=(隅'(‘+祭-ず(′)側，('+祭-'(t)）説晋６ｊｔＩ源６ａｔ，瀧６

＝(ず'(#),ｇ'(#)）

となり，速度ベクトルリとその大きさ|了|は

了=等=(,野,,)=(等,器）

’了H”ｗ=沼雨雲了
で表される．

また，〈図２＞でｚノと勿軸の正方向とのなす角

βとすると

‐ｇｌｌＬ

上an'=釜=筈(芳拳0）

〃

ざ
Ｚ

伽

で，ひは曲線Ｃ上の点Ｐ(jr,ｙ）における接線の方向を表している．－事実，

<図ｌ＞で血→０とすると点Ｐ'は曲線Ｃに沿って点Ｐに限りなく近づき，

』ｐ＝ＰＰ′の方向は点ＰにおけるＣの接線の方向に近づくことがわかる．

同様にして，［ｵ,ｵ＋４ｵ］（』＜０のときは［ｔ＋４ｵ,ｵ]）における速度ベクトル

の平均変化率は

４２ノーリ(t＋４ｔ)－ひ(/）
４ノ ４オ

で，時刻/におけるzﾉ(/)の瞬間的変化すなわち「加速度ベクトル」は，単位時

間あたりのベクトル

万=号=(α野α,）



=(祭｡祭）=(.f"(#),ｇ"(#)）

｜万|＝､/ｒＺＺｆｱ千両アー

で与えられる．

(等)2+(等)‘

司杢問竺｢同が最大｣は何を意味するか．
αはりの時刻/における「変化率」を表し

ている．ところがＭ＝Ｖ（一定）であるから

第２章微分法とその応用１４５

〃(/＋α）

鞠
ひは方向しか変化しない(大きさは変化しない)．したがって５の方向，すなわ

ち曲線Z/＝sinz上の点Ｐで引いた接線の方向が最も変化するところで|α|は

最大値をとるはずである．このように考えると曲線の「まがりぐあい」の最もは

げしいところ－図でいうと山と谷一で|α|が最大値をとるのはごくあたりま

えのことである．

ちなみに本問のような「等速運動」では，接線方向の加速度はＯであるから

｢加速度ベクトル」の向きは法線方向で曲線の内側向きである．

i蕊舞雷蕊蕊蕊蕊蕊篭

錘f麗胤:雛識蕊蕊i霧?I麹:溌溌

騒罰諒識鰯

｢扉~謡~1円:(懇-α)2+(’-6)2=γ‘………………………………①
は点Ａ(2,4）を通るから

（２－α)2＋(4-6)2＝γ２…….……..………………….…………..②

また①の両辺をｚで微分すると

２(遮一")+2('-6)筈=０

川鍾-α)+(,－６)筈=0…………………………………③

Ⅷ-‘)+(4-6)開雲2=0………………………④
さらに③の両辺をｚで微分すると



’+(器)2+(,-6)繁=０

包十([飢_‘)豊十(4-6)[窯Ｌ=0………⑤
一方，』/＝〃２については

豊=2〃：｛凱璽=４

窯=２′Ｍルー２
であるから，これらを④，⑤に代入すると

（賦凱葛，
これらを解いてα’６を求めると

｡=-32,‘=要
であるから，これらを②に代入してγを求めると

，=,/F耐F季ア

ー,/雨F訂=,/F(I辛子1＝
らしんばん

命,=/(麺)のグﾗﾌを直線,あるいは放物
線で近似することについてはすでに述べたが，

ここでは「曲線のまがりぐあい」に注目して，

この曲線のカーブの微小部分を円で近似する

ことを考える－急カーブは半径の小さい円

で近似されるであろうことは直観的にわかる．

本問についていえば,3/＝"2上の点Ａ(2,4）

付近の状況を，円

（迩十32)璽十(,一等)製=(平)‘
で近似しているわけである－右図

一般に曲線ｙ＝/("）が，この曲線上の点

Ｐ(z,ｙ）の近くで円

（Ｘ－α)2＋(Ｙ－β)2＝γ２．.……….(＊）

に近似されるためには（＊）から求められる

Ｙ，Ｙ'，Ｙ"が／(‘r)，／'(z)，／"("）にそれ

1ＷＴ７
２

、
７

1４６

邸
局

２
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ぞれ等しくなければならない．そこで，本問でやった手順にしたがってハナシを

一般化しておく．（＊）の両辺をｘで微分すると

２(Ｘ－α)＋2(Ｙ－β)Ｙ'＝０

．．。（Ｘ－α)＋(Ｙ一β)Ｙ'＝Ｏ

さらにＸで微分すると

．.。１＋(Ｙ')2＋(Ｙ－β)Ｙ"＝Ｏ

ここでＹ，Ｙ'，Ｙ''にそれぞれz/＝/(")，ｚ/'，ｚ/″を代入してα，β，γを求

めると

，”。β-’+'ヅα＝ｚ一{'＋(z/')2}y′

γ二＝ (ｕ多幽)璽十(-世j#Lｒ)，
一{1＋(y')2}：
|z/"’

になる．

この円(＊）を点Ｐにおける「曲率円（あるいは接触円)｣，Ｃ(α,β）を「曲率

中心｣，γを「曲率半径」という．

動｢曲線のまがりぐあい｣の数量的表現一｢曲率｣について．
曲線ｙ＝/(z）上に２点

Ｐ(",ｙ)，Ｑ(叶血,z/＋４y）

をとり，この２点における接線と勿軸の正

方向とのなす角をそれぞれ８，８＋４８とす

る－曲線上の点がＰからＱまで動いたと

すれば，その間に接線は４８だけ回転したこ
〆ーヘ

とになる．このとき，曲線上の弧ＰＱの長さ

を4sとすると,芸は2点P,Ｑ間におけ
るこの「曲線の屈曲の平均」を「弧の長さの

変化１に対する８の変化量」として表している．

なく近づけて

４６

ソ

Ｚ

このとき，点Ｐを点Ｑに限り

，ｉｍ４且＝た
４z→０４ｓ

とおくと，’ん|の値が大きいほど曲線の「まがりぐあい」が大きい．ルをこの曲

線の点Ｐにおける「曲率」という－３/＝/("）について実際に計算してみよう．

それには次の式変形を利用する．

ｔan(β＋４８)－tan8＝tan(β＋４８)－tａｎ８．４且.４且………(**）
Ｊｊｒ ４８４ｓ４〃

ここで，線分ＰＱの長さを４ノとおくと

４ｓ４ｓ４ノ

４Ｚ４ノＪｚ

＝劣士、，、L弁,/I幸閉



1４８

と表せる．そこでｔａｎ８＝/'(z）（tan(β＋４８)＝/'(叶血)）に注意して，血→０

とすると

tan(β＋４８)－tａｎβ＝/'(叶血)－/'(z)－－→z/,，
ｊｊｒ ｊＺ

また４８→０，４s→０，４/→Oとなり

上an('+』８)-tan8-(tan9)=赤=,+tanze=,+(ﾂ)，４８

劣一1,,/I手閉Ｌ霧原諏
であるから，（＊＊）は

，"={'+(州四二号Ｍｖ
．・・た＝,ｉｍ４且＝－』と二
‘麺→０４ｓ｛1＋(y,)2}；

となる．すなわち，「曲率」の絶対値は先に述べた「曲率半径」の逆数になって

おり，「曲線のまがりぐあい」が急である（またはゆるやかである）ときは「曲

率半径」が小さく（または大きく)，「曲率」の絶対値は大きい（または小さい）

すなわち曲線の微小部分の円による近似は，急カーブのときは半径の小さい円で，

ゆるやかなカーブのときは半径の大きな円で近似されることがわかる．また曲率

冷とｙ''とが同符号であることに注意すればゐの符号が錘軸の正方向に対する

まがりぐあいを表していることもわかる．

ちなみに前問についていえば，ｙ'＝cosz，３/''＝一ｓｉｎｚであるからルの値は

－ＳｍＺ、坐－－２COS〃(1＋Sin2Z）ん＝

（1＋COS2Z)：．．ｑｈｌ－（1＋COS2Z)；
になり，’た|はｃｏｓｚ＝０，ｓin〃＝±１（山と谷）のときに最大となる．

このとき「曲線のまがりぐあい」が最も急であることは前問の「らしんばん」

でも視覚的にとらえた通りである．さらにこのとき’た|＝１であるからこのサイ

ンカーブの山と谷のまがりぐあいは半径ｌの円で近似されることもわかる．

灘灘！溺溌溌職I灘瀞;灘Ｉ 騨蕊灘i懲灘iＩ

の｡FrfAX1IE ３審ﾉト寵



両葬~詞ＩＩｗ(錘)=05-3通十4z，
とおき，／(z)＝０の解について調べる．

/'(ルー3+伽２='2(延十妾ルー妾）
＝12(叶0.5ルー0.5）

このとき，0.1＜ｚ＜0.2のjrの値に対して

/'(z)＜０であるから，0.1≦Ｚ≦0.2で／(z）

は単調減少である．

そして

／(0.1)＝0.5-3．(0.1)＋４．(0.1)3＝0.204＞０

第２章微分法とその応用１４９

ｙ

,|罫
Ｚ

／(0.2)＝0.5-3．(0.2)＋４．(0.2)3＝-0.068＜Ｏ

であるから「中間値の定理」より方程式／(z)＝Ｏは０．１と０．２の間に

｢ただ１つの実数解」をもつことがわかる．

しかしこの解がα＝sinlOoである保証は

ない．（α＝sinlOoはこの範囲の外の解かも

しれない.）そこで

Ｏ＜ｓｉｎｌＯ｡＜ｓｉｎ３０｡＝０．５

に注目するとＯ≦Ｚ≦０．５の範囲でも

/'は)＜ｏで，／(")はこの範囲で単調減少で

ある．

愚 ）

／(0.5)，／(0)の符号を調べるとＯ<sinlOo<sin30｡=0５
１１
α

／(0.5)＝0.5-3.0.5＋４．(0.5)3＝－０．５＜Ｏ

／(O)＝0.5＞０

であるから上の説明と同様に／(")＝Ｏは０＜ｚ＜0.5に「ただ１つの実数

解」をもつことがわかる．このことから上の０．１＜ｚ＜0.2に存在する解は

O＜おく0.5に存在する解と一致し，それはα＝sinlOoに他ならない．

(2)／'(0.1)＝－３＋12(0.1)２

＝－２．８８

これより，点Ｐ(0.1,／(0.1)）における接線の方程式は

ｙ-0.204＝-2.88(Ｚ-0.1）

この式でｚ/＝Ｏとすれば

工＝０．，＋－０．２０４
－２．８８

＝0.1708……
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ゆえに求めるβの値は

β＝0.17

である．

らしんばん
｢雨耐W露WWW諏緬WW撫桶雨撫WWV聴燕諏海Ｉ論癒り流?､葱Wf燕W、

８

、
Ｚ

通
れは「方程式の解の近似値を求める」方法である．

が実数解をもつことや，ある区間内に１つの解が存在する

その値を正確に求めることはむずかしい．そこで，その「解

動(2)について－これは｢方程式の解の近似値を求
方程式，／(工)＝０が実数解をもつことや，あるＥ

ことがわかっても，その値を正確に求めることはむ・

の近似値を求める方法はないか」ということになる．

／(Ｚ）を微分可能な関数，方程式／(z)＝Ｏ

の１つの解をα，その１つの近似値を〃,と

する．

右図の点Ｐ,(Ｚ,,／い)）における接線の方

程式は

』/－/(jr,)＝/'(z,)(.r－，r,）

で，／'い)キ０ならばｚ軸の交点は

…1-淵(=蛾とおく）………
本問のβ＝0.17という近似値は，このようにして

る．

とおく）…………………………………（＊）

値は，このようにしてｚ,＝0.1から求めた値であ

「苑2がαの近似値であること」を「1次の近似式」を利用してたしかめてお

こう－/(z）は近似的に

／は)＝/(α)＋/'(α)(勿一α）（jrはαに十分近い値）

であった．ここでαとjr1は十分近いのでｚ＝α，α＝Ｚ，とおくと／(α)＝０，

/'(Ｚ,)キＯで

Ｍｗ(麺ﾙー 麺）＊α雲迩-鵠
であることがわかる．

なお，３角関数表でみるとsinlO｡＝0.173648……で，0.1よりも0.17の方がよ

りよい近似であることがわかる．

ちなみに，Ｑ(0.2,／(0.2)）で接線を引き，同様にして近似値を求めてみると，

なぜかこの方がよい近似値0.1730……をあたえることがわかる．

またハナシは少しちがうが，ｐ､１１６で‘r＝Ｏの時ｓｉｎＺ＝〃（角の単位はラジ

アン!!）であることを学んだ．実は，有効数字２桁としてこれが成り立つlzlの

範囲は６０分法の１５．ぐらいまでである．そこでｓｉｎｌＯｏにこの公式をあてはめ

ると，

。inlO｡＝孟雲3美16=Ⅲ45……
で，これもなかなかよい近似値である．
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命もう少しくわしく説明しておこＭ*)でもしｚ２の方がｚ１よりも解αの
「よりよい近似値」であることがわかれば，上の方法をくり返し用いることによ

り，解αにより近い近似値を求めていくことができる．

そこで，上で求めたjr2がｚ,とαとの間にあるための条件を求めてみる．少な

くともこの時には，、z2はｚ,よりもαに近い値になるはずである．

／(ルル)+(αﾙーα)+苦(c)(璽一α)'には…との間）
であったから，この式で釘＝α，α＝"，とすると／(α)＝０であるから，

０=/(麺)+(麺)(α一通)+吾/"(c)(α-通)’(cは鋤とαとの間）
両辺を／'(jr,）（キo）で割り，（＊）を利用すると

蕊-α=身器(α-鋤)’((*)から州-通一塗）
また，（＊）は

塗-鋤=-器
であるから，この２式の辺々をかけて

（型-α池２－麺!)一÷'1港I:)(α-通)，
となり，「z2が〃,とαとの間」にあるための条件は，この右辺が負，すなわち

／い)．/"(c)＞ｏ（.f(Jr,）と'"(c）が同符号）………………(＊＊）

にまとめられる．ｃはｚ,とαとの間のよくわからない値だから，この結果は特

に「z,と,αとの間の／"("）の符号が一定で，／い）の符号と同じとき」に用い

られる．

FIW

,ｒ

、
Ｚ
ゾ

」L1‘

本問についていえば，／(０．１)＞０，／''(z)＝24ｚ＞0（0.1＜ｚ＜sinlO｡）

－/(0.1）と／"(.r）が同符号で，β＝０．１７はαのよりよい近似値になっており，

さらに／(0.17)＝0.009652＞０であるから，上にのべた方法を２回やれば解αの

｢よりよい近似値」0.173637..．…を求めることができる．

以上のことから，一般に(＊＊)の条件がみたされているならば「解の近似値」

は漸化式
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“州→鯛一鵠《凧=ＬＭ,……）
で与えられ，Ｚ"＜Ｚ"+,＜αまたはα＜jr"+,＜""－数列｛z"｝は「単調」かつ

｢有界」－で，〃→ＣＯのときｚ"→α（jrlとαとの間に他の解が存在しないよ

うにｚ,をきめてあるものとする）となることがわかる．このようにして「方程

式の解の近似値」を次々に求めていく方法を「ニュートン法」という．
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