
第３章

積分法とその応用

r連続的に変化する量働総和』は

ｌｉｍ身ｆ(蝋)4ｘ
〃→。。ｋ＝１

で説たえられる．》f例ような量が

r微分法例逆演算』で求胡られろ

がスゴイ例だ〃
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｢微分法の逆演算｣から｢連続して変化する

この章の最大のテーマは「面積」や「「体積」も含めて「連続して変化す

る量の総和」を求めるにはどうすればよいか，ということにある．たとえば

｢速度」が一定のとき

「進んだ距離」＝「速度」×「かかった時間」

で与えられることは誰もが認めるところであるが，この「速度」が時刻とと

もに変化するような場合はどうすればよいか－それには「かかった時間」

か細令イトＩ．￥ナ､準約f、睦閤1-准人鍔ＲＥ難ｚノ

ｒｌ

Ｌ」

ｔ

ノ

を細分化し，それぞれの時間に進んだ距離

を求めておいてそれらの総和で近似するこ

とから考える（<図１＞，〈図２＞とも「アミ

をかけた部分の面積」が「進んだ距離」を

表している)．

具体的に説明すると，かかった時間ｚを

〃等分した小区間を』〃とすると「進んだ距

離」ｓは
〃

ｓ＝ｌｉｍｚ｡f(jr点)山
刀→o◎ん＝１

となるのだが，ここで最も注目したいこと

は，このような量が「微分法の逆演算（定

積分の計算)｣で求められる,ということ!！

このことは「微積分学の基本定理」（p､185）このことは「微積分学の基本定理」（p､185）のところで詳しく説明する．そし

て，その応用として「積分についての具体的な問題」を解決する方法を考える．

－次の手順で解説する。

（i）まず「微分法の逆演算」としての積分計算一主に「置換積分法」と「部

分積分法」について「基本原理からその扱い方まで」をキチンと説明する．

(ii1｢微積分学の基本定理｣について－１j哩昌'(麺偽ルノ|;‘ず(錘)血
㈱（i)，（ii)で「積分の概念」を十分に理解した上で「面積｣，「体積｣，「曲線の

長さ｣，そして「物理への応用」から「微分方程式」ヘハナシを進める．

－これらを学ぶことを通して「微積分」というこの科目の全体像をしっかりと

とらえることが，この章の目的である．



第３章積分法とその応用１５５

１ⅡIIIlll川州IIllIlI川川ilⅢ|ⅢIlI1IlIlIllllliIIIllI剛'1Ⅲ|ⅢIIII11IIIIilllilllIIlIIIⅢiilIlIlill川iIIl1IlllllIIllIll川lI1IllllllIlllllllllII川iIIIlillI川I|川剛|川川'1Ⅲ1lIIIⅧIIlⅢIⅢlⅢⅢlⅢ川IiⅢIiliⅢIⅢIlIIIIlIl川'1１

第１節

積分の計算
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蝿駕
まず，「微分法の逆演算」として「不定積分」を定義し，「微分法の公式の逆読

み」から，いろいろな「不定積分の公式」を導く．

－ここで新しくあらわれる「置換積分法｣，「部分積分法」については，その基

本原理から解説する．

以上のことをふまえて，「定積分」を定義し，その「計算技術」－定積分の

｢置換積分法｣，「部分積分法」なども含めて－を解説した上で，あらためてこ
〃

の「定積分」を「ｌｉｍＺｆ(jr魔)4Jr」との関係として考えてみることにする。
〃→。◎ん＝１

匝不定積分
ある区間で定義された関数／は）に対して，関数Ｆ(z）がＦ'(お)＝/(z）

である時，Ｆ("）を／(Ur）の「原始関数」または「不定積分」という．

／("）の不定積分が存在するときこれを一般に

〃(麺)ぬ(記号｢雌｢ｲﾝﾃグﾗﾙ｣と読む）
で表す．いまＦ'(ｚ)＝/(工)，Ｇ'(.〃)＝/(工）であるとすると

（Ｇ(Ｚ)－Ｆ(z))'＝/(z)－/(z)＝０

．｡．Ｇ(Ｚ)－Ｆ(工)＝Ｃ。｡．Ｇ(工)＝Ｆ(６℃)＋Ｃ（Ｃは定数）

（逆にＧ(")＝Ｆ(‘r)＋ＣならばＧ'(工)＝Ｆ'(z)＝/(z)）

である．このことから／(z）の原始関数の１つＦ(z）を求めれば'(Jr）の

不定積分は「Ｆ(錘)＋（定数)」という形のもの全体として，「そのすべて」

が求められることになる．すなわち

〃(錘)ぬ=F(錘)+ｃ(cは任意の定数）



1５６

Ｃを積分定数といい，'(jr）の不定積分を求めることを「ず(jr）を積分す

る」という．

（１）不定積分の基本公式

基本公式(1)－－－１
ー一一一一一

）

ﾉ1,(")ぬ Ⅱ
回不定積分の定義より蓋伽)ぬ=/(諺)だから('),(2)とも，
右辺を微分すると左辺のインテグラルの中の関数一「被積分関数」という

－がえられることは，ほとんど明らかである．

らしんばん

命一般に俺,'を定数として(1),(2)を組み合わせると

ん(錘)+わ(延肋=附加)ぬ十'ん(")ぬ
が成り立つ．

なお(1)でルーＯの時は

（左辺)=ﾉＭ,=c(積分定数),(右辺)=０
である．

Ｉ
--基本公式(2)---

(')ん，血=六"'判十c('は実数で，ｷー'とする.，=－１の
ときは(7)を参照11）

(2)たin地=-cCs錘十ＣＩ３ｌｆ｡sⅧ=sin錘十Ｃ

㈱ノ孟零血=たec'"ぬ=tan叶Ｃ

(5Ｍ罰李万血=た｡sec2油=_…+Ｃ

(6)ノ;Ｍ=e雪十Ｃ (7) 烏血=ｌｏｇ'錘'+ｃ Ｉ
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｢扉~冒克~】（１）-(7)はいずれも｢微分の公式｣の逆読みで,右辺を微分すれ
ば左辺の「被積分関数」になることが簡単に確かめられる．

らしんばん

命上の(1)~(7)のＣは｢積分定数｣である.(以下,積分定数については特にこ
とわらない.）

命ここで１つ注意しておくと,｢微分法の公式｣をｷﾁﾝと覚えていないと，
「積分しているつもりで微分してしまう」あるいは「その逆｣，ということがおこ

りやすい－慣れるまでは特に気をつけなければならない．

命(4),(5)のcosec麺,sec",cotzは
１

．．sec錘=而,sec麺=志,cot麹=赤
のことである．

|＝ョ

α【ｒ（αキ(）

[扉~詞(1)分子を項別に分けて割り算をしておくと簡単にいく．
ル号十錘-÷)ぬ=詳十芸錘:+ｃ

(2)卜c２通-Ｍ,=t…一磁十Ｃ(,+tan恩"=sec2"）

(3)／1-c;s2鍾血=芸迩_芸s仙十Ｃ(｢半角の公式｣）

(4)烏{s仙十sin2z}ぬ=一芸cos4錘一芸cos2葱十Ｃ
（５）－Ｌ－”亀－，２－(叶αﾙーα)=先(古-☆）

Ｊ哀三万雰血=制(古-赤)ぬ

＝六{log'通-‘'一log'…'}+c=士'ogl篇|+ｃ
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らしんばん

命本問は,｢見た目で微分の公式の逆読み(積分)ができるもの｣,あるいは
「多少の式変形によってそれのできるもの」の例である．

特に，本間(3)～(5)のような「1次関数」の関数／(”＋6）については，

Ｆ'(.〃)＝/(jr）ならば，「合成関数の微分法」により

（Ｆ(”＋6))'＝α･/(αz＋6）

であるから／(”＋6）の積分は

ノ;f(…)伽=告F(＠通十6)+c(ただし,αｷ0）
で，あることを利用する．しかし，この１次関数”＋６の部分が一般の関数で

与えられる場合にはどうすればよいか－それについては次の「置換積分」のと

ころでくわしく説明する．

翁(3)は次数を下げるために｢半角の公式｣を利用した．
「3倍角の公式」を利用すれば，sin3Z，cos3jrなども簡単に積分できる。

ノもin‘伽=片(3sm-sin3z)ぬ

んs‘伽=片(3cCs叶cos3")ぬ
翁(4)では３角関数の｢積→和の公式」

oinacosβ=妾{sin(α+β)+sin(α_β)｝
を利用して，簡単に積分できる形に変形した－３角関数の積の形で与えられる

関数の積分は「和（あるいは差）の形」になおして積分するのが１つの定石!！

動「分数関数を積分できる形に変形する(部分分数に分解するという)方法」
について説明しておく．次の(i)，（ii)の手順でやるとよい．

（i）仮分数式一(分子の次数)≧(分母の次数)のとき

このときは，まず「割り算」を実行して

整式十真分数式((分子の次数)＜(分母の次数)）

の形に変形する－その上で次の(ii)へ進む．

（ii）分母が因数分解されるとき

本問(5)のように分母が「互いに素」である２つ以上の因子に因数分解されるとき

は，それぞれの因子を分母とする「真分数式の和」に分解して積分する．

たとえば(麺－，)湯(ｚ-3)などは

（麺-1ﾙー2ﾙー3)雲合十(鍾三宗芸三3）
３ｊｒ－７

……………………（＊）

の形に分解される－分母を払って「係数比較法（あるいは数値代入法)」を用

いればＡ，Ｂ，Ｃの値が求まる。（Ａ＝－２，Ｂ＝２，Ｃ＝－５）

（＊）の右辺の第２項についてはさらに



第３章積分法とその応用１５９

（麺-2ルー3）麺竺2+迩三３
肋－５

……･……･……･……………（＊＊）

の形に分解される。（上と同様にしてＤ，Ｅを求めるとＤ＝Ｅ＝l）

しかしこの場合「積分を目的とした変形」ならば（＊）のままで止めておく方

が実は都合がよい．そのわけは（＊＊）の左辺に注目すると

（分母）＝(z－２)(jr-3)＝Ｚ２－５叶６

．．．（分母)'＝肋－５＝（分子）

となっているため，（＊＊）の変形をする前に

/禰伽=logＭ+ｃⅧ参照）
のタイプの積分公式が利用できるからである．

(気づかずに（＊＊）まで分解してしまっても本問(5)にならって積分すればよ

い.）

１

部分分数に分解する例をもう１つあげておくと（"－1)(z－２)２などは
１Ａ′Ｂ′

（麺－，)(露-2)２=両十両十(鍾三)， …………………（＊*＊）

の形に変形される．（Ａ'＝１，Ｂ'＝－１，Ｃ'＝1）

「互いに素」という方針に従えば（＊*＊）の左辺は

（鰯_,)(壁-2)‘=妾丁十悩署
１

としてＡ'＝１，，'＝－１，Ｅ'＝３が求まるが，この場合右辺の第２項は

－ｚ＋３－－(工－２)＋１－
－☆+(麺呈2)，（z－２)2一（Ｚ－２)２－

まで変形できる．このように「分母が累乗の因子を含んでいる時の分解」には少

しだけ注意が必要である．

（２）置換積分法
これは「合成関数の微分法」に対応するものである．

いま，

Ｆ(麺)=伽)ぬ…………………………………………………①
で，ｚが微分可能な/の関数ｇ(/）である場合を考える．このとき

F(Ｚ)＝Ｆ(g(/)）で，これはｒの関数である．そこで，「合成関数の微分法」

にしたがって①の両辺を／で微分すると

号F(")=(釜F(麺))筈
＝/は)g'(/)＝/(9(/))9'(ﾒ）
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そこで，この両辺をオで積分してみると

Ｆ(錘)=〃(g(‘))g'(州…………………………………………②
になる．すなわち関数Ｆ(z）は積分を用いて①の形でも②の形でも表され

ることがわかる．このことから次の公式がえられる．

"(")伽="(,(#)),'(州(ただし←,(#）需雲意
回この右辺の''(ｔ)は等のことである↓たがってこの公式
は次のように表すこともできる．

伽血=β(麺)器伽

まず,この右辺に注則芳は態を‘で微分したときの導関数を表し，
それなりに意味をもつ記号である．しかしこれを「形式的に」「分母＝伽｣，

｢分子＝ぬ」の分数とみて，そのあとに続くｑﾉﾉと「形式的に」約分すると，

そのまま左辺になる．

要するにこの公式の主張するところは左辺の伽をただ「形式的に」

血=''(州(等=ダ(‘)の分母を｢形式的に｣払う.）
とおきかえさえすれば，「ｚについての積分」が簡単に「ｔについての積分」

におきかわり，その結果が/の式で求められる，ということである．

このような「形式的な分数計算」（？）については，すでに「合成関数の

微分法」（p､73）のところで説明した．

らしんばん

司この公式には実は｢2通りの使い方｣がある．
（i）③を「(左辺の形）－→（右辺の形)」に見る．これは圃で説明した通

りの使い方である．

たとえば /尚，血を計算するのに，先に述べた「部分分数に分解する」
手順（p､158）にしたがってマジメ（？）にやるのは気が重い．

そこで「置換積分法」を利用する．

ｚ－１＝オとおくとｚ＝/＋１であるから，この両辺をオで微分すると

書=’…=伽



Ｊ薩竺iwh,=ﾉ立号'１｡"=/z2士埜±要±聖士上｡!’
＝〃4+号十会十会)ｄｆ

＝丁十4,+6,.glil-÷一歩十Ｃ
一("－１)２
－－「+4(z-,)+6,･gl鰯－，|一合一死会,ｱ+Ｃ

鮪購繍蕊磯騨警１
以下この使い方を「置換積分法」の＜第１の方法＞とよぶことにする．－

公式③を「(左辺の形）－－→（右辺の形)」という方向で用いていることに注目!！

（ii）③を「(右辺の形）一→（左辺の形)」に見る．

いま,〃(雌を求めようとするとき,｢被積分関数"(")｣が
"(")＝/(g("))g'(６℃）のように表されていれば，この関数の積分は

〃(ｚ)｡z=ん(麺)）11K蝋Fノル)座(〃＝g(麺)）………(＊）

である．

たとえばん(麺ｗ(麺)｡zなどの積分はバル"と置くと/'(肋=伽
であるからノヤキーlとして

ん(錘ｗ伽=ﾉ;‘‘物=諾十c={/鮮十ｃ
ルー－１のときは／(z)＝〃と置くと同様にして

ノ器血=烏"-'｡g'灘'+c='｡g'ﾙⅡ+ｃ
とやることができる－この例では，／(釘)＝〃と書いたが，慣れてくると「式

の形をにらむ」だけでやれるようになる－以下これを「置換積分法」の《第２

の方法》とよぶことにする．（公式③を「(右辺の形)→(左辺の形)」という方向

で用いていることに注目１１）

《第１の方法》，《第２の方法》をあわせて実例で説明する．

佃睦

？

つ一一Ｊ⑫
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国('１．曇='とおいて,両辺を,で微分すると

驚嘉泌鴬。
＝妾logＨ+c=芸'ogl詩|+ｃ
これは先に述べた置換積分法の《第１の方法》の用例である．

(2)まずcos3Jr（奇数乗）に注目する．このときｃｏｓＺを１つ切り離して

ＣＯＳ３Ｚ＝ＣＯＳ２Ｚ・ＣＯＳＺ

と変形するのがポイント１１それは

COS2r＝l-Sin2範，COSＺ＝(SinZ)′

であることから，与えられた積分式が

たin璽小sin2伽…=ﾉ§in璽叶siMsm)'ぬ……①
となるからである．すなわち，ｓｍｒ＝〃とおいて，上式①は次のように積

分される。

〃(１－雌‘)”=ん2-蝿‘)伽

＝等-誓十c=型芸Ｌ血蒼些十ｃ
これは先に述べた置換積分法の《第２の方法》の用例である．

らしんばん
｢一一弓三一〒帝 云弓〒言~アーテーーマー７穴~一雨?〒一｝

命本問(')は《第２の方法》でやることもできる。

ノ左｣す盲血=崎是丁血=ﾉ商L二，
と変形してｅ"＝／とおくと

（*)=ﾉ:戸主丁‘〃

与えられた積分式を

(e工)'ぬ……………(＊）

で，以下は上の説明と同じになる．

命本間の(2)を《第'の方法》でやれないか．
Sin2Z＝１－COS2‘ｒ

であるから，被積分関数を（l-COS2‘r)COS3Zと変形しておいてCOSjr＝〃とお

けば，これは〃の多項式で表せる．

ところがこのとき
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‐Sm慰器=’＊麦･志
で，これを〃の式で表すのは困難である．

(sin"=±､/'二面§面面=士､/Ｆ、
このように《第１の方法》と《第２の方法》のどちらでやれば簡単にいくかは，

場合によって違ってくる。われわれとしてはどちらの考え方も用意しておかなけ

ればならない．

命(2)についていえばcos壁(あるいはsin錘)の｢奇数乗｣が含まれているとこ
ろが「ありがたい」ところで－一般に《第２の方法》が利用できる－そう

でないときは「2倍角の公式｣，「3倍角の公式｣，あるいは「積→和の公式」など

を駆使して「積の形がなくなるまで変形する」などのくふうをしなければならな

くなる－「置換積分法」の「威力」を評価したい．

このタイプの例をあげておくと

ノ;f(sin麺)…血ﾉｊｆ(…)sin璽血ﾉ:f(t…)而圭玉血

ノ:f(ｌｏｇ麺)圭血/ｊｆｗ血ﾉｊｆｗＭ”
などがある。いずれも／（）の中の関数を〃などと置けば《第２の方法》が利

用できる．

(')tan昔='とおくとき,次の関係式を示せ．
、２／１－/２伽２

Ｓ１，，＝-1千-戸，COSＺ＝-1千一戸，訂＝-1-千一戸

②上の関係を用いて不定積分ﾉ誌L『伽を計算せ

臓玉

よ・

回'11叩=2sin音cos舌(倍角公式）………………①

‐璽伽苦吟‘伽苦１曲零)雲詩
…=2cosz舌－１(倍角公式)………………………………②

-1歳零)-1-排
次に伽苦=#の両辺を＃で微分する－｢合成関数の微分法」



命本問(')で用いた｢３角関数の相互関係」
を与える公式の運用は大変まぎらわしい．右

の図を参考にして覚えるとよい．

－となりあう２つのものを２乗して加える

と矢印方向のものがえられる．たとえば右図

の(A)についていえば

【an2e+'2=為
である．

１
血
一
“

１
’
２

１

(,+tan2号)等=２

DＳ６

cCs璽苦
．〔な２２

率‘ｒ,+tanz号='+t，
(2)(1)より伽苦=＃とおくと

伽=齢伽=古〃
であるから

ノ孟弓彦血=ﾉｭ圭竺了二戸｡〃

＝片胴｡g'''+c=ｌｏｇｌ伽苦|+ｃ

、

／,、
で§ラ

Ｓｍ-百=而幸7言,ｃCs百=万幸7言
（ただし右図は０＜工く汀のときのハナシである）

で，これらを代入するとただちに結論がえら

れる－｢tan」の値から「sin」「cos」の値

を求めたいときによく使われる簡便な方法で。

ある．

翁本問(2)を｢素手｣でやるには,分母と分子にsin錘ゼ

ノ誌『ぬ=齢芸血=た_全s璽霧sin伽

＝た｡s宅_,(-sin")ぬ=ﾉ;蒜L涙

また本問(1)の①あるいは②以下については

右図を参考にすると

，Ｚｊｊｒｌ

／,、

I尋湧

164

らしんばん
こ~ﾗｰｱｰ雨~〒~で＝＝一一一一三一一~．

os2差－，(cosz肋

分母と分子にｓｉｎｚをかけて
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＝ﾉ:毒呈丁血(cos麺="とおいた.）
とすればよいが，場合によってはそうウマクはいかない．

本間のように,tan音=‘とおくと,一般に｢３角関数の積分｣が｢分数関数
の積分」におきかえられる．このことは「３角関数の積分の最後の手段」として

知っておくとよい．

（なおこのとき上an錘=合である）

（３）部分積分法

これは「被積分関数」が「(２つの)関数の積の形であたえられる場合の積

分法で，「積の微分法」に対応するものである．

「積の微分法」の公式によれば

｛/(Ｚ)g(〃)}'＝/'(Ｚ)g(鉱)＋/(")g'(z）

であった．そこでこの両辺を再びＺで積分すると左辺はもとの／(")g("）

にもどり

巾)g(z)="'(")g(諺)ぬ十〃(麺),'(")ぬ

』〃(")g(")ぬ=/("),(鰯)-た(")g'(砥)伽
である．このことから次の公式がえられる．

Ⅱ"唾玉i;奉鮎”
部分積分法-－

｢扉~霊］「積の微分法｣の公式から直接に説明すればこのようになるが，
この左辺のインテグラルの中に／'(工）がはいっているので，このままの形

では使いづらい．そこで／'(Ｚ）を〃(z）とおきかえ，〃(Ｚ)の原始関数の１

つをＨ(jr）とすると，上の公式は次のように読みかえられる．そして実際に

使うときもそのように用いられる．すなわち

〃i蛎董 )ぬ…･…･…….①
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らしんばん
FアF~ﾏ両~詞下雨７－７丁一三了~示可扇〒~7一一〒『＝ﾃコ

命公式①の用い方のポｲﾝﾄは,左辺の被積分関数の,｢積の形であたえられる
２つの関数〃(z）とｇ(z)」の特徴をよくにらんで

（i）積分しやすいものをｈ(x）にとる

（ii）微分しやすいものをｇ(苑）にとる

（iiiその結果①の右辺の第２項が積分しやすい形になる

の３点に注意して式変形することである－これらについては「コトバで理解す

る」よりも「実例で慣れる」ことの方が大切Ⅱ

翁以上積分定数には何も触れずに説明してきた.しかし公式の右辺を微分する
とたしかに左辺の被積分関数になることが簡単に確かめられる．したがって左辺

の積分定数分のズレは右辺では第２項の積分定数分のズレとして調整されると考

えればよい．

ク

】昌．Ｉ．『』 ＪｇＺノーａ

｢扉~謡]('１(sin非…(z),=１
であるから上の公式の証明にしたがって

／'(z)＝cosZ＝"(z)からＨ(")＝sinz，ｇ(z)＝〃

と読んで「部分積分法」を利用する．

ク

ＤＳＺｇ 嘩忌油

MjI歪Ｉ

Zｊ

＝ＺｓｉｎＺ－(－cosZ)＋Ｃ＝ZsinJr＋cosjr＋Ｃ

(2)まず被積分関数を

（lOgjr)2＝1.(lOgr)2＝(工)'(lOgr)２

と読む．次に

｛(ｌｏｇ錘)2}'=2'･削圭
に注意して「部分積分法」を利用する．すなわち

／感l＃蕊誓11挫圭”
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＝麺(ｌｏｇ麺)2-2止迩血……………………①
さらにこの右辺の第２項に部分積分法を用いると

曜泌載幸”
＝麺ｌｏｇ麺-んr=小g"-鍾十Ｇ

これを①にいれて

んg迩肋=麺(ｌｏｇ麺)2-地'｡g璽一叶G）
＝.｡r(log.r)2-2.万log叶助－２Ｃ，

＝錘(log釦)2-2jrlogJr＋助十Ｃ

（ただし－２Ｃｌ＝Ｃとおく）

(3)はじめにｅ壁ｓｍｒの原始関数の１つをＩとしておく．

ｅｚｓｉｎｚ＝(ｅｚ)'sinjr，（sinr)'＝cosZ

に注意して「部分積分法」を利用する．

ユル糞s…=八mz_ん壁cos伽…………………②
さらにこの右辺の第２項で

ｅ錘cosz＝(ｅｚ)'cosZ，（cosZ)'＝－ｓｍｒ

に注意すると，これにもやはり「部分積分法」が利用できて

ん壁cos迩伽=9通cos麺_ﾉ1曹蟹(_Ｓｍ)伽

＝…叶〃sin"伽=e雪cos叶I+Ｇ………………③
これを②に代入すると

Ｚ＋Ｃ２＝ｅｚＳｍｒ－(e露COS叶I＋Ｃｌ）

，Ｊ=言L(s伽_…)+C‘(Q一旦芋）

ハルsi…=,+Q=芸(ｓｍ－ｃ…)+ｃ
（Ｃ＝Ｑ＋Ｃ４は積分定数）

らしんばん
|“…示瀞雨燕W諏云諏翻撫示詞MEｌ

令(1),(2),(3)‘0(1),(2),(3)のそれぞれの「タイプ」を一般の形でまとめておくと次のように
なる．



1６８

（１）のﾀｲプ:〃sin迩血ル風…血んⅦ”
一→「"”を微分する」方向で進め，右辺の第２項でｚの次数を下げる．さ

らにその第２項を同じ方針で部分積分する．

(2)のﾀｲプ:ﾉ:､,'(ｌｏｇ麺Ｍ(pｷー'）
一「(logＺ)〃を微分する」方向で進め，右辺の第２項で(logＺ)"の次数を

下げる．（，＝－１のときは置換積分法の《第２の方法》）

③のﾀｲブ:ﾉｉｇ運sin諏血,〃cos伽,(ﾙー鰯sin叩,ﾙー雲c･…）
一部分積分を２回やると求めるものが再びあらわれる．

なお本問(2)の途中で計算した

ノiogⅧ=蕊ｌｏｇ工一難十Ｇ
は，そのまま公式として用いてよい．

それではん(叶')｡zならどうすればよいか．
これは被積分関数を１.log(叶1)＝(叶1)'log(叶1）と読んで

ノiog(叶肋=(叶')'｡g(叶')-ん+')由｡b，
ここがミソ１１

＝(叶1)log(z＋1)－叶Ｃ

とやる．－p､165の鰯で述べたＨ(工)をｚ＋１にとっていることに注目!！

このくふうをせずにこれをｚにとると少しメンドウになる．

翁(3)のIはe鰯cos麺の原始関数の1つﾉと｢ぺｱー｣で考えると効果的であ
る．すなわち，本文の②，③は

言:ﾅﾆ無矧一これは‘と‘の連立方程式!！
これを解いて１，ノを求め，あとで積分定数をつけておいてもよい．

また本問のみに関していえば１－ノを先に計算しておくと

１－ﾉーﾙ蕊(s､"_cos肋

＝e運(sinｴーcosz)_ん(…+sin肋(部分積分法）
＝ex(sinZ-cosz)－('十ﾉ)＋Ｃｌ

この式の両辺のノは消えるからＩを左辺に移項して２で割れば

Ｉ=等(sm-cos霧)+Ｃ(C=号は積分定数）
である．この方法でやればＩを求めるための「部分積分法」は１回ですむ．ノを

求めるにはＩ＋ノを整理して同様にやれば両辺のＩが消えてノが簡単に求めら

れる．

最後にこの積分を「最も簡単にやる方法」を紹介しておこう．
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（exsin〃)'＝exsinz＋excosjr

（excosjr)'＝excosz-exsinZ

辺々引いて

（exsinZ-e苑cosz)'＝2exsinjr

，堰褒sin錘=会(e涙sin蕊_e顔cos垂)，
辺々加えて

（exsinz＋excosjr)'＝2excosZ

ヘ…錘=芸(e蕊息in麺十…垂)′
これらを積分すれば（２式の右辺の「′」をとって積分定数をつければよい）

んxsin露血〃c･…が簡単に求められる．
なお，これらの積分の一般の形は

た"si血血=万;幸診(＠si血-6cosm)+Ｃ

ル鐸cos…=万簿(6si巾十acos伽)+Ｃ
であるが，これは覚えておかなくてもよい．

本間(3)はこの積分のα＝１，６＝１の場合であり，α＝－１，６＝１などの場合も

よく出題されている．

動被積分関数が積の形をしていればどんな場合でも｢部分積分法｣を用いれば

ｳﾏｸいくか,というとそうはいかない士とえばん"cos伽などを
「部分積分」でやろうとしてもかえってメンドウなことになってしまう．これは

先に述べた「置換積分法」を利用して

たi…｡…=告sin圏迩十Ｃ
とするか，あるいは倍角公式を用いて

たi…｡s油=烏sin2Ⅷ=-÷cos2遜十C(=告sin効一芸十C）
とするのがよい．この辺はウッカリダマされないように注意しなければならない．

また，本問(3)などでは③の被積分関数excoszを

excosZ＝ex(sinZ)′

と読んで（ex)'＝ｅｘを用いた「部分積分法」を実行すると

ん難cos肋=八in"_んsin川
となり，移項すればこれは②に他ならない（モトにもどってしまった!!)．

このタイプのものの扱いでは「ドウドウめぐり」をおこしたりしないよう「求め

るものは何か」を考えながら式変形をすることが大切である．



1７０

回定積分の計算

（１）定積分の定義とその基本公式
ある区間で定義された関数／いの原始関数の１つをＦ(z）とするとき，

この区間に属する２つの実数α’６に対してず(Jr)のαから６までの「定積

分」を次のように定義する。

脚迩)ぬ=[F(麺)]:=川-F(｡）

このときαをこの定積分の「下端｣，６を「上端」という．

圏上の定義からわかるように，「定積分」はjrがαからｂまで変化したときの，

原始関数Ｆ(錘）の変化量のことでしかない（他に特別な意味をもたない)．した

がって「下端｣，「上端」のαと６との大小関係は「６≧αとはかぎらない」から

注意しなければならない．

Ｉ

(1)ﾉ（

②ﾉ!；

Ｉ３ＵＩ：

(4)ﾉ（
一般に

ノ（

α

'(』『)ぬ＝－

定積分の基本公式一

脚通)ぬ(特にα=6のときはﾉ(予(麺)ぬ=0）

'(麺)血=ﾉ(ザ(t)伽(どんな変数で積分しても同じ）

洲血=職(麺)伽(州定数,偽=0でも成立）

{ず(蕊)士,(頭)ルノ(γ(錘)雌ﾉ(‘,(")血
，方，ノを定数として

伽)+わ(迩肋=偽ﾉ(ｼ(露)ぬ十ﾉﾉ(‘g(")ぬ

－１

が成り立つ．

⑤伽)血-脚"+伽)血“獣小l
I6)器伽)伽=畑Ｊαハ砂ノ…一ハ垂ノ Ｔ ｌ
(1)～(4)については「定積分の定義」から，ほとんど明らかであ｢扉~謡~Ｉ

る．

(5)／(工）

は

/(工）の原始関数の１つをＦ(z）とおくと，「定積分の定義」から右辺
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〃(麺)ぬ十ﾉ(シ(麺)｡Iz={F(c)-F(α)}+{F(6)一F(c)｝
＝Ｆ(6)－Ｆ(α）

これは左辺に他ならない。そして，これはα，６，ｃの大小関係にかかわ

りなく成立する－「ｃはαと６の間」とは限らないから注意!！

(6)については次のようにやればよい．

紳緋剛-Ｍ=Ｆ１ﾙﾉ(鰹'慨)蔑数で）
このことから

脚)｡i=F(")-F(α)(定積分の｢上端｣通の関数!!）
はず(Jr）の「原始関数」の１つであることがわかる．

らしんばん

亀なお(6)についてはあとで述べる｢微積分学の基本定理｣(pl88)と比較参照
されたい．

例畦

？

ｇ一一乙１回

回⑪Ｊ１．sin2伽=[-告cos2通]}－告cos0+昔cos爾一Ⅱ
(2)ｅ麺と２との大小関係を調べると

｜::童二蓑|::;｜
また，Ｏ＜log２＜logｅ＝１（2＜ｅ＝2.718……）

であるから

ルー2'ぬ=Ｊ(１.率'鴬'伽十ﾉ|:垂'裳'ぬ
（負） （正）

＝Ｊ(１.属璽-(e雪-2)ぬ+ﾉ|:全(e望-2)ぬ

一[9重-2亜]:寧十{e蚕-2麹];."…………………………①
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＝－(２－２１og2-1)＋(e－２－２＋２１og2)＝e－５＋４１og2

(3)／("）の原始関数の１つをＦ(Ｚ）とすると

就璽/(州=(M-F(助))′
＝/(Ｚ２池2)'一/(2z)(2z)'＝2"(鉦2)－２'(2挺）

らしんばん
IWWW卿卿卿撫撫岬卿鯛撫繍繍凧癖獅需繍綱

令(')は｢上端｣の数値より｢下端｣の数値の方が大きい.このようなときでも
「定積分」は「定義通りに」計算する－結果が負であってもかまわない．

司(2)は｢絶対値のついた関数の定積分｣の
堀い方、ハ＋シ示土ス室蚤書AFト リ ｙ＝ｅ工

Ｚ

|フ

〔)Ｉｌｏ贋

扱い方のハナシである．定積分

ルー2'血
は，このままでは積分することができない．

そこでまず「被積分関数」|ez-21の絶対値

をはずすことを考えなければならない．

しかし，この関数の「絶対値をはずした

形」は，「積分区間」０≦ｚ≦１では

に曇-2'={-(二二雪鮭聖雪｜
のようにｚ＝log２（｢絶対値の中身」をＯとのようにｚ＝log２（｢絶対値の中身」をＯとするｚの値）の前後で「ちがった

表現」になる．そこで<定積分の基本公式＞(5)を利用して，この積分区間を

Ｏ≦ｚ≦ｌｏｇ２とｌｏｇ２≦〃≦１とに「分割して積分」するわけである－「定積

分の区間分割」

も(2)の①の計算

一[e雲-2錘]:"+[o罫-2麺1ｔ“
では，「eiOg2」という形の数があらわれてくるが，これをこのままの形で残して

はならない．必ず「2」とすること!！

αlogαx＝〃，ｌＯｇａａｚ＝Ｚ

であるが，これは，ｌｏｇａｚが本来「αを（logajr）乗するとＺになる数」であ

ることから当然である．

翁(3)は｢合成関数の微分法｣の応用!!－定積分の基本公式(6)の鰯を参照

（２）定積分の置換積分法

関数／(z）が

能で，α＝g(α)，閉区間Mで連続で測噺燕６＝g(β）ならば
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胸,(′)),′(t)伽

｢扉~謡~Iこれは,｢定積分｣についての｢置換積分法｣である．
「不定積分」のところで説明した「置換積分法」によれば，Ｆは)を／(z）

の原始関数の１つとして

Ｆ(g(＃))=ﾉＭ)),'(州
である．

＊ノ！;ケ(")ぬ=F(6)-F(α)=F(,(β))-F(,(α)）

＝[Ｍ))}:=伽(‘ＭＭ
らしんばん

もこの公式で左辺Ｍを｢形式的に」
ぬ＝g'(t)伽

と置きかえることは「不定積分」の「置換積分法」の場合と同様であるが，「積

分区間」については左辺の「積分変数jrのαからｂまでの連続的な変化」が右

辺の「積分変数ｆのαからβまでの連続的な変化」に対応して変換されている

ことに注意しなければならない．

号十号三÷
以下このことを右のような簡潔な表

現で表すことにする．

翁｢定積分の置換積分法｣についても,不定積分の｢置換積分法｣のところで説
明した《第１の方法》，《第２の方法》と同様に

（i）「(左辺の形)一→(右辺の形)」…･……・・《第１の方法》に対応

（ii）「(右辺の形)－→(左辺の形)」…………《第２の方法》に対応

の用い方がある．式の形をよくにらんでしっかりと「使い分け」ができるように

なっておかなければならない．

〃

ごり

｢扉一読](')”=tan6とおくと
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Ⅱ 雨 率 （ 途 Ⅱ ［ ＆ 》 Ⅱ 叩

（ “ ） 品 ］ 鳥 尉 ・ 号 Ⅱ Ⅱ 品 』 岬 ・ 胃 ・ の 圏 ． 号 Ⅱ 叶 品 』 ① 罵 慰 戸 悦 侭 嶋

、 ｎ ． 自 画 Ⅱ 曾 庁 剛 〈 庁

惇 剖 Ｐ

へ 司 矧 Ⅱ 刈 副 副 Ｉ Ｑ へ 国 川 Ⅷ 皿 割 割 引 画 ‐ 川 Ⅱ Ｑ へ 、 到 伽 叫 可

山 Ⅱ 。 一 ○ ○ の 、 一 Ｍ Ⅱ Ｑ ○ ○ の 、

ｄ 獣 が 管 い
『 恥 ］ 劃 「 率 ］

ｄ 針 が 今 い

品 』 臼 ① 周 ” へ 骨 Ⅱ 叶 品

（ 】 ） 、 ） 斜 柵 燕 卑 汽 Ｊ ラ ベ 設 至 Ｆ ペ 齢 、 》 ．

周 Ⅱ 富 国 、 庁 齢 〈 庁
号 Ⅱ 品台
へ

只 園 川 Ⅱ 国 ○ ○ の 、 Ｑ 、

農
請 ヨー
ー
＆

Ⅱ Ⅱ ○ ○ の い 、

ｏ ｐ ｎ ｏ の 、 Ｑ 、

Ⅱ 叶 ［ の 震 一 一 １ ｈ 劃 卜

(、
虞 :ﾐ．

つ い 、 肌 小 ご ぷ

Ｃ Ｏ の 、 Ⅳ つ

､
、

一 ー
う

垣 一 己
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ノ:頂三F｡z=／,+t:n‘すsecⅧ=ん,=８+Ｃ
これで積分はすんでいるわけだが，これをＺの式にもどさなければならず，

「ｔａｎＺの逆関数」の知識がないとこの「不定積分」は手におえない．しかし本

問のような「定積分の置換積分」の場合には「積分区間」も変換されてしまうの

で，不定積分の結果がβのままでも求められるわけである－(2)についても同

様．

(1)，(2)の置換はよく用いられる．定石として覚えておきたい．

動(3)について－これは｢定積分の置換積分法｣の公式を｢(右辺の形)→(左
辺の形)」（《第２の方法》）として用いる扱い方の例である．他の例をあげると

ノ(迦号型"=艇通告血=Ｊ(!"空

＝[告鯉‘};=苦(ｌｏｇ璽="とおいた）…………(*）

Ｊ(昔cos‘油=Ｊ(号cos2…川

＝ﾉ(;(１－sm2z)g剛竺=Ｊ(!(,一"2)空

＝[蝿÷"，};=号(Ｓｍ="とおいた）……(**）
などがある．いずれも不定積分の「置換積分法」で説明した内容の延長線上のハ

ナシである．

また，上の説明では「公式の用い方の向き」をハッキリさせたいので文字

｢〃」に置きかえて積分したが慣れてくると構造の簡単なものについては

本問I3I:ル準血=除1;=芋

（*):ｒ竿｡z=[苦('｡gz)２１:=昔

（州:J(；(,_Sm塾")cos加一[Sm麺_告ｓｒｚｌ#=号
のように「見た目で」やれるようになる．

－「“と置く方法」を「カンヅメ法｣，「見た目でやる方法」を「ビンヅメ法」

といった人もいる．なかなかウマイ表現である．

本問(3)も慣れてしまえば最初に〃2＝呪と置いて（これも被積分関数延び’の

Ｊｒをにらんだ上でのハナシだが）

肋…＊仙雲告血芸十:三÷
で,Ｊ(‘亜e柵の州をこのように読んでこれを｢形式的に｣dh‘に置きか
えればよい．すなわち
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脆’｡r=ル告血=苦脆血
となる．このような扱い方にも慣れておきたい．

例I誼

罰関敷〔‘

剰弼〔０

画く定積分の基本公式>(5)より

ノ〔:…-ﾉ〔:…+Ｊ(伽|噺妙腫=0)……①
ここでﾉ〔:'(ｚ)ぬ=Ａとおいて,これについて調べてみふ
いまず(麺）が偶関数である場合については，すべてのＺについて

／(－")＝/(工）

〃＝－ｔとおくと

い＝－q〃

zｚ－Ｃ

ｚ－→(）

＊Ａ=ﾉ(./(-’)Ｍ)=ﾉr/(-‘)｡'=ﾉ(子(Ｍ=ﾉr'(")ぬ
これを①に入れると

”(")ぬ=ﾉrf(")ぬ十ﾉ(./(砥)｡z=2ﾉ(シ(麹)ぬ
次に'(釘）が奇関数である場合について考えてみる．このときはすべて

のＺについて

／(一ｚ)＝－/(z）

であるから偶関数のときと同様に〃＝一/とおくと

Ａ=ﾉ|:γ(一’)Ｍ)=-Jr/(＃)d'=-Ｊr/(麹)ぬ
これを①に入れると

ノ〔:/(錘)ぬ=-Ｊr/(麺)ぬ+Ｊ(予(麺)ぬ=０
ゆえに題意は証明された．

らしんばん
､繍凧凧;;繍繍綱瀞岬！鯛繍聯繍繍繍mmI綱､鰯蝿癖繍

も｢偶関数｣と｢奇関数｣について説明しておく．



定義域内のすべてのＺについて

／(－")＝/(z）・…….….…(＊）

をみたす関数／(z）を「偶関数」という．

このときＵ＝ず(Jr）のグラフは&ﾉ軸に関し

て対称である．

Ｚ２－，，jr4，CoSjrなどは「偶関数」であ／（
る．

一方，すべてのＺについて

／(－６r)＝一/(")．．……….(**）

をみたす関数／(Ｚ）を「奇関数」という．

第３章積分法とその応用l７７

ｙ

ｒｌ

Ｌｊ

を みたす関数八Ｚ）を｜奇関数」という．「偶関数」のグラフ

このときＵ＝ず(jr）のグラフは原点に関して

対 称である．ｙ

ﾕヲ

Ｚ，Ｚ３，ＳｉｎＺなどは「奇関数」である．

なお,会などは偶関数,差などは奇関
数であるが，本問の場合でいうと「積分区

間」の途中に「不連続点（Ｚ＝0)」があるの

で，われわれの手におえない．したがってこ

こではこれらの関数は除外して考えることに
－/（

する

－ここで扱う奇関数のグラフは必ず原点を

通る．

ところで（＊）と（＊＊）を用いるとところで（＊）と（＊＊）を用いると 「奇関数」のグラフ

「奇関数」×「奇関数」＝「偶関数」

など「数（奇数と偶数）の和」に対応する関

係が成り立つことがわかる．たとえばjrcoszは奇関数，Ｚｓｉｎｚは偶関数で

ある．

また，「偶(奇)関数」を微分するとその導関数は「奇(偶)関数」になる．それ

は(＊）と（＊＊)の両辺を微分すると

（＊)一→一/'(－ｚ)＝/'(z）．．．／'(－jr)＝－/'(z）

（**)－→－/'(－ｚ)＝－/'("）．．．／'(－z)＝/'(工）

であることから簡単に確かめられる．

なお，本間の結果は「公式」としてそのまま用いてよい．

本問は「基礎解折」で

ノ〔:芯物=2」(､逓"ぬ心…ぬ=，隠蝋）
とやったことの，一般の場合への拡張である．
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（３）定積分の部分積分法

不定積分の「部分積分法」の公式から，定積分に関して次の公式が誘導さ
れる．

の割Ｉ

．”説 〃 ク

部分積分法」のところで述べた通りである．すなわち

ノ(;･州加=[H伽)]:-ﾉ(．H(亜),伽
（ただし〃'(Ｚ)＝〃(z）とする）

－与えられた式の形をよくにらんで，右辺の第２項の定積分が簡単にいく

ように式変形する．

らしんばん

命もう少しくわしく説明しておく．
「不定積分の部分積分法」（p’165）では

ノフf'(麺)9(肋=/(麺)g(近)‐ん)9'(伽
の／(z)をﾉb(z）とおき，その原始関数の１つをＨ("）とおいて

ん(麺)g(伽=即)9(通)-ﾉ;H(ｚ)，伽………………(*）
として説明した．そこで右辺の〃(Z)g'(〃)の原始関数の１つをＫ(工）とすると
上の（＊）は

ん(麺),(肋=H(露)'(")-K(垂)+ｃ
である．

ゆえに

ノ(:‘胸(麺),(錘)伽=["(州-K(麺)+c]：
＝["(麹)，い]:-[K(麺)]：
＝[H(麺),(麺)]:-ﾉ(:｡”，伽

となる．

これが上に述べた公式の内訳である．
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鯛④
(1)部分積分法を用いて次の定積分を計算せよ．

ノ(:綴(麺-α)("-β肋

②ﾑーﾉ(;sin慰加とおいのとき”を2以上の整数として
LmをＬ,－２で表し，これを用いてＬ‘を求めよ．

：′説｢扉~詞(')(璽一α)'='で,(ｴーβ)'は簡単に(何度でも)積分される
ことに注目する．

ノ(;'は-αﾙーβ)物=[(壁-α)些ヂ'2]:-ﾉ(:，ﾙ世ヂ１２伽

＝-当[し言且'全]:=型元竺
(2)ｓin"〃＝sin"－１〃・sinjrと変形して「部分積分法」を用いる．

ﾑーﾉ(；sin卿迩伽=Ｊ(;sin蝿-1…伽

＝[富ｉｆ‘"(_…)]#一ﾉ(:("_,)sin蝿-ar(ＣＭ(_…肋

＝("_,)Ｊ(:sin凧-2…2油

＝("_,)ﾉ(;Sm蝿-豊叶sino麺)ぬ

＝("－，)ﾉ(:sin"-,油_("_,)ﾉ(;sin卿仙
＝(〃－１ルー２－(〃－１)ん

右辺の第２項を左辺に移項して整理すると，

〃L'＝('2-1)L'－２．．．Ｚｎ＝z'二ＬＬ－２
〃

この式を11頂次かいてみるとれが偶数のときと奇数のときとでハナシがち

がうことがわかる．

Ｌ=￥ん-2ルー璽=岩'蝿-"……………………………………

…………山=号I,(";奇数Ｍ=妾乃(";偶数）
そこで先にIbと１，を計算しておく．



命(')を｢基礎解折｣では
ｊｒ－α＝jr-β＋β一α

の変形を利用して，

ノ!;'(塑一α)("-β肋=ﾉ(:‘{(麺_β),+(β_α)("_β)伽

＝[些言吐十(β-α)上ヂ１２]:=辺ヂ土
と求めた．どちらの方法でもやれるようにしておきたい．

命(2)の"に具体的な数値をいれてみると

ノ(；sin’伽=÷÷,=是…………………………………(*）

ノ(号sin．油=器器=苦……………………………(**）
となる．しかし大きな問題の中の一部分として扱う場合は別として，これをいき

なり公式として用いるのはカワイくない．

（＊）は置換積分を用いて

Ｊ(;sin愚仙=ﾉ(;(,_cos2z)２s､剛

＝Ｊ(:(,-2cos‘延十c､s‘鍾)sin油

＝[~…+号cos簡迩-÷cos‘麺]＃
のようにマジメに計算するのが好ましい．

（＊＊）は少しメンドウだが「半角公式」などを何度か用いて「和の形に変

形」しておいて置換積分をする．たとえばはじめに被積分関数Sin6Zを

1８０

ふ
い
淵
一
溝
一
州

仙
》
刑
一
〃
洲
一
廊

礁
嚇
詐
》
一

(〃が奇数のとき）

(〃が偶数のとき）

き{1-3cos2叶3』+c;s虹-(1-sinz2麺)Cos2麺｝

●

sino通=(sin2z)‘=(1-c;s2麺)，

＝音(l-3cos2叶3cos22錘-cCs‘2難）
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＝き{号-4cCs肋十号cos4針sin‘2通c･s2J，｝
と変形しておけばはじめの３項についての積分は問題ナシ．

第４項は

ノ(器sin璽2"cos2m={告Sm罫肋剖；
のように置換積分すればよい．

命(2)のふで苦-ｚ=#とおくと
血＝－q〃

であるから

ﾑーﾉ(;sin"川=ﾉ１，sin卿(苦-‘)(-.1）
＝ﾉ(;ｃｏｓｗ,=ﾉ(:c…

で,ﾉ(晋cos蝿加も同じ結果になることがわかる
このハナシは一般に

Jrf(伽=ﾉ(‘ず(α-棚(αは定数》
としてまとめられる．もう１つ例をあげておこう．

たとえば

，=Ｊ(;Sm妾差s麺血
の値を求めるのに（＊*＊）を利用してみよう．

‘-娠血甑熔昨偽
これらの２式を加えると

２，=Ｊ(:sin鶏s麺伽ﾉ(晋蒜妻芸

冗

２ＣＯＳｊｌｌ
ｄｒ

ｃｏｓＺ＋ｓｉｎＺ

汀

２

ｃCs〃Ｊ'cZjr

２』=・ﾙーsin詳孟s迩伽ﾉﾄ・cos詳言叩血

＝Ｊ(晋伽=号

：Ｊ=子
となる．

司ついでに本問(2)の積分区間を｢釘:0→"｣としてみよう．

ノrSin蝿加_ﾉ(;sin蝿璽伽冬毛､蝿仙………

(＊*＊）

(＊**＊）



１８２

などはこの第２項で璽一箸=#とおくと

”＝ｄｒ

ｙ

峰｡…

)伽=(－１)"J(;cosⅧ

Ｚ

jｒ

＊脚加=Ｊ(器sin鯛(‘+音)〃
＝Ｊ(号cos緬城

である．これを（＊**＊）に用いれば

ノrsin"州=2Ｊ(:sin刷鍾血
となる．しかし

ノrb｡…=ﾉ(;c･…+い§
では第２項が

ノ1願c･…-Ｊ(:c･愚緬(‘+箸)伽=’
となるので

ｒ…亘|職'伽，
となる．

(〃:偶数）(漁噸繍崎）

（４）定積分と不等式

「被積分関数の大小関係」と「定積分の大小関係」とのかかわりについて

調べておこう．

(1)

(2)差Tj三mFifIFfrt薦
｢扉~詞］I'ﾙ②ともα=6のときは等号が成立するかＭ>αとして
おく．

(1)／は）の原始関数の１つをＦ(z）とすると，Ｆ'(")＝/(Ｚ）であるから

｢平均値の定理」より，
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Ｆ(筈三芸(α)=剛=ﾙ）
．．．Ｆ(6)－Ｆ(α)＝/(c)(６－α）…･………………………．．……①

をみたすｃ(α＜ｃ＜6）が少なくとも１つは存在する．

ここで，／(c)≧０，６－α＞Ｏであるから，（①の右辺)≧０である．

’Ｊ(6)-F(α)=ﾉ(雲/(")ぬ≧０

畦崖i隙Ｗ１で｢恒等的に′(昨'｣のと）
(2)これは(1)を利用して証明する．

／(z)≧g(z）のときは／(お)－９(")≧０であるから

ノ(;｡{/(")－９(慰肋

＝ﾉ(‘/(錘)ぬ-い(")ぬ≧０

：Ｊ:シ(麺)伽≧ﾉ(:｡g(錘)伽

艇毒鯛:l曙'で｢恒等的に’(…)｣）
らしんばん
『雨W諏而頑雨漆示示意雨秀一可意ﾃﾏｱ弓.７７烹示言７稀~寿１

菊この定理は｢逆｣が成立しない!！たとえば賃油≧0だが"≧0とはい
えない．

命(1)の等号条件,すなわち

「脳(璽肋=0が成り立つとすればＭでつねに/(小0である」
……………（＊）

このことを説明するのは少しむずかしい．

いま,α≦通≦6である麺に対してF(麺)=〃‘)｡'とおくと
Ｆ'(z)＝/③≧０，Ｆ(α)＝０

である．このとき「/(.r)＞Ｏの場合がある」とするとＦ(｡r）はα≦ｚ≦６の範

囲で「必ず増加する」が，ｚ＝６における関数値Ｆ(6）は

Ｆ(6)=ﾉ(:シ(Ｍ=川(*)）(=F(α)）
で，実はそのようなことはおこりえない．したがって｢[α’６]でつねに／(z)＝O」

がいえる．



1８４

、B倒

〃 〃

の目然翻

Jｇ ①

舟圭,≦全≦毒であるから前の厩~謡~1脚≦州(備>0)とすると万
定理にしたがって

ノr1南ぬくﾉW‘判会ぬくﾉW‘制圭”

“古くﾉ(偽判会ぬく髭
（A）（B）

(i）（A)を用いて①の右側の不等式を証明する．

（A)でた＝１，２，３……，〃－１とおいて辺々を加えると

告十苦十……+麦く鳥｡r+鳥山+……+烏伽

＝腸血=[log蕊r=log”
この両辺に１を加えると

’+告十÷+…+妾く'+log”
(ii）⑧を用いて①の左側の不等式を証明する．

（B)でた＝１，２，３，……，〃とおいて辺々を加えると

鳥伽十島伽……+艦｡Mr+ﾉ!:州圭血

＝ｒｌ圭血=[log錘ｒ=log("+'）

〈'+告十÷+……+上〃
（i)，（ii)より①が示された．

らしんばん

●/(")='+÷+÷+……+L……………………………………………(*）〃

の図形的な意味を考えてみると次の図の斜線部分の面積を表すから，「定積分と
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面積の関係」－次で述べる－がわかっていれば

ｙ ｙ

Ｚ
匙

」Ｌ
、〆

〉
Ｆ、

Ｌ』

Ｕ

工

／(")>r判圭血='｡g("+'）畑)<上十ﾉ(蝿圭血='+'｡g”
①ウ

であることがすぐにわかる．

なお，この左側の不等式で〃→ＣＯとすると，ｌｏｇ("＋1)→ＣＯとなり，したが

って（＊)で与えられる級数はCOに発散することがわかる－これはｌｉｍα"＝Ｏ

であっても，Ｚα”が収束するとは限らない例としてよく用いられる．（p､26）
〃＝１

回微積分学の基本定理

（１）「面積」と「定積分」の関係について
まず「面積」が「定積分」で与えられることの理由を次の手順にしたがっ

て説明する．

「面積」と「定

(1)右図で，連続な関数ｇ＝/(必）

(≧0）の表すグラフと勿軸，Ｚ＝α，

z＝６で囲まれた部分の面積をＳと

すると，

Ｓ＝(６－α)ず(c）

（ｃはαと６との間）

をみたすｃが少なくとも１つは存在

積分」に関する諸定理

Jｒ

り



１８６

する．

(2)右図の斜線部分の面積は〃の関

数で，Ｓ(Ｚ）と表すことができる．こ

のとき

器s(錘)=ず(錘）
である．

(3)Ｓ(6)(=S)Iま

ｓ(6)=ﾉ(;ず(鰯)伽
で与えられる．

ａ 鉱 ６

｢扉~読】(1)について－図形的には｢前ぺージの図のＰとＱの面積を
等しくするようなおの値ｃがαと６との間に存在し，面積Ｓを長方形

ＡＢＣＤの面積で置きかえることができる」というほどの意味である．この

ことの一応の説明は次のようにする．

まず，α≦〃≦６における／(Ｚ）の最大値を〃，最小値を加とする．

Ｍ＝"のときは，この区間で／("）は恒等的に〃（一定）で

Ｓ＝(長方形ＡＢＣＤの面積）

である．

〃キ伽のときは，右図の面積の関係

から次の不等式が成り立つ．すなわち，

”(６－α）＜ｓ＜〃(６－α）

Ⅱ Ⅱ

（長方形ＡＢＣ１Ｄ,）（長方形ABC2D2）

ゆえに，両辺を６－ａ（＞O）で割ると 胴
１－
〃，

_|Ⅱ

Zｊ

/(工）

”<古く〃
このとき，Ｚがαから６まで連続的に変化すれば，関数値／(Ｚ）はそれ

に対応して最大値〃と最小値郡との間の値をとりながら変化し

／(鍾)=万三万
をみたす〃の値が少なくとも１つはαと６の間に存在する－「中間値の

定理」（p､４４参照）

ゆえに，このあの値をｃとすれば
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/(c)=古へｓ=(６－‘)/(c)(cは‘と6との間）
である．

(2)について－「導関数の定義」によれば

蓋S(苑)=limS(叶4麺)-s(麺）ＪＺ→０ ４jr

で，(1)を用いると

Ｓ(叶4z)－Ｓ(工)＝血./(c）

（ｃはｚと勿十血との間）

であるから

基s(錘)=隅4勢c） Ｚ工－／１
Jｒ

＝lim／(c)＝/(Ｚ）
ｄＺ→０

（血→０のとき,叶血→工でｃ→‘ｒ－｢はさみうち!!｣）

である．

蝋瀧測卿輔Ｉ≦の大小）
(3)について－(2)で求めた関係は，Ｓ'(z)＝/("）で，このことからＳい

は／("）の原始関数である．

＊伽)ぬ=[s(通)]:=s(6)-靭=s(‘）

らしんばん

司上の説明では,ｓ'(麺)=/(麺)であること

から面積がﾉ(ｼ(迩旭zで求められることを
示したが，少し見方をかえてみよう．

まず区間［α’６］を”等分し，その端点と

分点をそれぞれ

jrO(＝α)，〃１１ｊｒ２１Ｚ３１…………

勿愈，…………，ｚ"(＝6）

とすると，その間隔はムニ２（＝４rとお
”

く）で，面積Ｓは図のj､長方形の面積の総

和Ｓ"，すなわち



１８８

ｓ"=池,)4叶施2)血十……+施仙十……+如忽)4"=畠/("他
で近似される．ここで”を限りなく大きくすれば（限りなくコマカク分割すれ

ば)，ｓ"は限りなくｓに近づくことは直観的に理解される．このことから「面

積」ｓは，次の極限値として与えられる．

ｓ=撫昌'(錘仙
このように小区間に分割して近似し，面積や体積を求める方法を「区分求積

法」という．

ところでこのsは,前の説明ではs=ﾉ(矛(錘)‘!zと表されるので，

，imz/(鍾偽昨倣(ｴ)ぬ
ということになる．

しかし，ｓは面積であるから，ｓ≧ｏでなくてはならない．前ページの図でい

えば￥=血>0抑)≧0のもとにsは定義されているわけであみ
そこで，「面積」という具体的なイメージからは離れるが，これらの制限をと

り除いて｢,im町("典)血｣のことを｢伽)刺と書くことにすると

ノCf(錘)血=卿昌'(錘典)血……………………………………(*）

で,定積分｢ﾉ!；γ(錘)刺をこのように定義することもできる－この場合のイ
ンテグラルは「微分法の逆演算」とは関係なく，「限りなく細分化してそのすべ

てを加えあわせる」という意味である．

そうするとこの「面積」と「定積分」に関する諸定理の(1)，(2)，（3)はそのまま

成り立ち，それぞれ次のように表される．すなわち，

(1)一ﾉ!;ﾃ(麺)伽=(６－α)'(c)(cはαと6との間）
－これを「積分に関する平均値の定理」という．

（六脚)‘,b,を｢平均値｣という）

(2)－－→蓋伽)｡'=ず(錘）
－これと次の(3)をあわせて「微積分学の基本定理」という．

③--伽)山一刑-F(･)(漁純卿
ｌｉｍｚずい)血←－この量が「微分法の逆演算」で求まる１１

要するにこの定理の「ネウチ（？)」は「(＊)のような量が“微分法の逆演算”

によって求められる」というこの１点にある，といってよい．
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「面積や体積を細分化して求める」という考え方は，「微分法」の発展のルー

トとは別に，古くはギリシャ時代からのものである．それが実は「微分法の逆演

算」であったことを発見したのが17～18世紀の数学者ニュートン（1642

～1727）やライプニッツ（1646～1716)たちの業績であったといわれている．し

たがって「定積分」を（＊）で定義することはむしろ自然でもあり歴史的でもあ

るわけである－現在，大学の「解析学」では「高校数学」と異なり（＊）を

｢定積分の定義」として議論が進められている。このことは知っておいてもよい．

（２）定積分と無限級数

(1)で説明したことがらを，一応キチンとした「ことば」で表すと次のよう

になる。すなわち，無限級数

ｌｉｍＺ'(Jr")4ｊｒ…………………………………………………①
〃→o◎ん＝１

（ただし,血=￥,慰偽=｡+伽=‘+与俺）
が収束してその和が存在するとき，それは「定積分（"微分法の逆演算”と

読め!!)」で求められる－①を求めるには

ノ(‘:f(錘)ぬ=[F(錘)]:=F(6)-F(｡)(ただしF'(z)=巾)）
……②

を計算すればよい，ということである．

実際の問題では「無限級数」が与えられて，そこから「積分区間」と「被

積分関数の形」とを読みとって積分することになるのだが，これがなかなか

むずかしい．

最もよく出てくる簡単な例で説明すると,それは①のα’６がα＝０，６＝１

の場合で,このときは血=寿遜蝿=妄となり,①と②の関係は

撫帥(妾)=ﾉr/(鍾肋
になる．このときの扱い方の基本は

(i)与えられた無限級数のＺ以下から妾でくくり出す－狸z妾(）

価)（）内を｢筈の関数｣で表す－この形をみて/(露)をきめる

㈹積分する－Ｊ('/(錘)ぬ
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の手１１償になる．以下実例で説明する．

と読んだわけである．

少し発想をかえて（＊）でα＝１，６＝２とおくと

臓画①

定積分を用いて，次の極限値を求めよ．

⑪煙斎{▽三L両十両ニラ+……+志Ｉ

Ⅱ

（狸写婁/(｡+￥片)）
であった．

（＊）でα＝０，６＝１とおくと

煙婁f(男)麦=Ｊ('/(雌

,imL旨cos虹
"→｡。〃ん=０２〃

(2)

１
両

Ｉ
急

１
両
１
’
一
｜
〃

－
１
両

１
而
畔

＋
＋
端
」
隅

１
－
〃
＋

⑪
Ⅲ
再

回
訓
計

であるから,まず①の形をつくり,/㈲の形から他)を

’(芸)一定一州隻志

命(1)を例にしてもう少しくわしく説明する.前ページの①と②の関係は，

狸急/(α+等侮)￥=ﾉ(子(麺)か……………………(*）

|繍繍繍剛撫撫聯Ｉ繍繍Ｉ繍撫聯繍綱繍瀧岬綴撫：鰯iﾘmMM卿職繍聯溺

妾→0）
，
〃
一
″

汀
一
ワ
ｇ

、
ｌ
ｒ
ｊ
一
一

皿
肋
航
一
助

一
一
ノ
ー
１
、

何
航
一
助
２
売

訓
恋
ｍ
ｌ
ｌ
皿

糾
距
剖
》

１
而
航
Ｔ
一
一
汀
岬
ん

甜
紳
＃
“

②

緑
同
一



〃ん＝１１／・ﾉ０１／

の形を利用したいために式変形に少しくふうをしたが，実をいうとその必要は全

くない．その理由は，上図に示すように（あえて図を用いて説明する）この場合

もやはり区間［0,1］を〃等分して〃→○○とすることにより（＊**）でｚ軸，

'軸と曲線'=cCs苦戯とで囲まれる部分の面積を近似しているからである.し
たがって本文の②をやめていきなり

去菖cos器一ﾉ(!/(露)ぬ("→｡｡）
としてもよい．これは一般の場合についても同様で

撫菖/(α+等陶)￥=伽)ぬ

撫婁/('+署)麦=r/伽 (＊＊）

となり/('+男)の形から

’(叶筈)一恵
１
｜
荷

誕

を
〆
畑
一

Ⅱ
〃－１

ｌｉｍＺ/(z肉)血
〃→ｃＤｊｂ＝０

である．

また本文では先の説明にならってα=0,6='としたが,α=0,6=吾とお
けば

と読むこともできる．

この場合は

鵠海一時血-吋一Ｍ='’
となって，本文に解説した結果と同じになる．、／

命(2)は最初から様子が少しちがっている．
すなわち々の値が

た＝０，１，２，……，〃－１

で

潟（）……………(***）
の形になっている．

本文②では

去婁（）一ﾉ('（）ぬ("→

第３章積分法とその応用１９１

１
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樹c・冨器-窯｡雷孝一制豊…-号[霞､通}#一美

(妻から積分区間を(Q苦)言以下から被積分関数を緋…と読むⅢ）
のように計算され，本文の結果と同じになる．
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第２節

積分法の応用
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〃

〃

』ｒとともに連続して変化する量の総和は「ｌｉｍＺｆい)血」で与えられる
刀→ｃｐｊｂ＝１

－前節ではこのような量が「微分法の逆演算（定積分)」で求められることを

知った．ここではその応用として，まず「面積｣，「体積｣，「曲線の長さ」の求め

方について研究し，「速度と変化（物理的な問題)」についても考えた上で「微分

方程式」ヘハナシを進める．

回
刀

｢ｌｉｍＺ､ず(Jr魚)４Jr」の応用
刀→o◎ん＝１

（１）面積

右図のような２つの曲線

〃＝/(z)，、/＝g("）（/(z)≧g(Ｚ)）

とにはさまれたα≦〃≦６の部分の面積を

求めるにはどうすればよいか．

それにはまず，この区間を〃等分し，

図のような細長い長方形の面積の和で，求

める面積を近似する．その上で〃→ＣＯとめる面積を近似する．その上で〃→○○とα

すると，これが求める面積Ｓと考えられるから

ｓ='伽z{ず("偽)-,(麺偽)}血=ﾉ(｡{ず(錘)-,(麺)}ぬ〃→ｃＤｊｂ＝１

を計算すればよし､．

以下鯛で説明する．

y＝/(z）

Ｚｊｂ ６
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鯛四画
αを正の定数とするとき，曲線

〃=αcos璽(0≦麺≦音)…………………………①
と両座標軸とで囲まれた図形の面積を，曲線

ｙ＝ｓｍｚ….…………………･…….…….………….…．②

が２等分するようにαの値を求めよ．

．'説｢扉~言i~I①のグﾗﾌと両座標軸とで
囲まれる図形の面積Ｓ１は

Ｓｍ=ﾉ(骨ａｃｏｓ鍾伽

＝[‘s伽]#=‘
また，①と②の交点のＺ座標をαと

すると

ａｃｏｓα＝ｓ１ｎａ

ｒ１

Ｌ－ノ

ｙ

…．．……･…･…･……･……………③：川anα=α(0≦α≦苦）………………
ゆえに右図の斜線部の面積Ｓ２は，

Ｓ‘=ﾉr(｡c･…in麺)ぬ

＝[‘sin叶…]:=｡sinα+c･sa-，

これが号であるから

αSmα+cosa-1=号……………④
ここで，③から

。mα=万;二丁｡｡｡sα=蒜言(右図!!）
ゆえに，④に代入すると

万:三丁十万:幸丁－１=号
２１/Z７百千T＝α＋２．．．４(α2＋1)＝α2＋4α＋４

３α2-4α=α(3α-4)=０ハα=苦(>Oこれは適する）
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らしんばん
一

司本問のように,①,②の交点が直接求められないときは,｢交点伽座標を
α」とし，あとで消去する－この科目でよく用いる方法である．

鯛■Ｚ

曲線〃＝log〃と，勿軸および２直線〃＝/，〃＝/＋１（/＞0）と

で囲まれた部分の面積をＳ(/）とする．

(1)Ｓ(ｵ）を求めよ．

(2)Ｓ(＃）を最小にする/の値を求めよ．

(3)Ｓ(ｔ）の最小値を求めよ．

､毒~読刀('１０<t≦１，t≧'とで
ハナシがちがう．

(i）ｔ≧１のとき

ｓ(‘)=ｒｌｌｏｇ…………①

＝[重'･剛一通ｒ
＝(ｵ＋1)log(t＋1)－ｔｌｏｇｔ－１

(ii）Ｏ＜オ≦１のとき，

ｓ(#)=ﾉｆｌ(_ｌｏｇ麺)｡b,+ｒｌｉ.g鍾伽

－－[画log壁-通]非log垂-亜ｒ
＝1＋メlogノーオ＋(t＋1)log(/＋1)－(/＋1）

＝(t＋1)log(t＋1)＋ｔｌｏｇｆ－２ｔ＋１

(2)ｔ≧１のときは

ｓ'(')=log(‘+Ｄ－ｌｏｇｔ=ｌｏｇ学>Ｏ
ゆえ，Ｓ(/）は単調増加－－→Ｓ(/)の最小値

は０＜メ≦１のときを調べる．

０＜/≦１のときは，

Ｓ'(/)＝log/＋log(/＋1）

＝log/(/＋1）

Ｓ'(ｔ)＝Ｏをみたす/の値は

ン

ｙ

ジ

(ｔｏでＳ'(/）の正負が逆転.ﾉ）

Ｚ

Ｚ

／
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施十1)＝１

：Ｍ２十'－１=岬Ⅷ=土;五［

すなわち,'=二｣寺厘の前後でs'(')の符号は負から正にかわる．

ゆえに｡s(')を最小にする'の値は＃=二'去亙(=あとおく）
(3)Ｓ(あ)＝(ん＋1)log(あ＋1)＋あlogあ－２あ＋１

ここでＳ'(あ)＝Ｏからｌｏｇあ＋log(あ＋1)＝０である．

．．、ｌｏｇあ＝－log(あ＋1）

Ⅷ応)=log(蝿十')-肋十'='｡g些;Ｅ-(－１+何十’

＝'･麿竿十2-河に鰐孟室繍竜鰯）
らしんばん

令,='｡g錘のグﾗﾌから,s(＃)が＃≧'のとき単調増加であることは直観的
に了解される－Ｓ(ｵ）の最小がおこるのは，Ｏ＜/≦１のときである．

命s'(＃)を求めるのに,たとえば#≧'のときは
｛(/＋l)log(ｔ＋l)一/logノー1}′

を計算してもよいが，①の形のままで「合成関数の微分法」を用いて

ｓ'(')={ハ…}={F(#+')-F(ｵ川(通)はｌｏｇ麺の原始関数）

＝log(‘+')-'｡g‘='｡g('+÷)>Ｉ
とやればいくらか簡単にいく．Ｏ＜/≦１のときも同様である．

臓画玉一
動点Ｐの座標がオを媒介変数として，

｜;三:|剛|(鰯は正の定数､≦&≦肋
で表されるとき，Ｐのえがく曲線とｚ軸によって囲まれた部分の面

積を求めよ．

[扉~司芳=α(１－ｃｏｓｊ)≧０
であるからＺは/とともに単調に増加することがわかる．すなわち
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である．

また，ｚ/はオーＯからノー汀まで/の増加にともなって単調に増加し，ノ

ー汀からノー2万までは単調に減少する．

ゆえに求める面積

ｓ=ﾉ(…,伽（まずこの式をｼｯｶﾘ書くこと!!）
でぬ＝α(１－cost)伽に注目すると，上の「Jrに関する積分」は「パラ

メーターｔに関する積分」に置き換えられ次のように計算される．

Ｓ=Ｊ("α(,_c･ｓＭ－ｃｏｓ,Ｍ

＝ａ２Ｊｒ願(,_cos’Ｍ=α'Ｊｒ願(l-2cos‘+ｃｏｓＷＩ

－ａ圏Ｊ("{,－２cos＃+告(,+cos2i)}｡〃

＝α'[号'－２sin,+÷sin2‘r=伽’
らしんばん

令本問は,曲線上の点P(麺,,)がパﾗﾒーﾀーｫで与えられているときの例で
ある．一般に，曲線Ｃの方程式がパラメーターオを用いて
沙本問は，曲線上の点Ｐ(露,ｇ)がパラメー
ある．一般に，曲線Ｃの方程式がパラメー

｜;三菱）
で与えられ，／(/）はこの区間で微分可能，

g(ｵ)≧Ｏで

ﾏﾖー:三÷

ｙ

とする．

このとき，曲線Ｃと，ｚ軸および，ｚ＝α，

z＝６とで囲まれる部分の面積は次の式で与

えられる．

工

〔）Ｉ‘

ｊＬｂｊ『し④． α β

ｓ=ﾉ(｡,蝋=ﾉ(も(噸雌一｢置換積分｣の利用
ただし，６＞αでもβ＞αとはかぎらないから注意しなければならない．

命本問の図形は円が定直線に接しながら,すべることなく回転していくとき，
円周上の定点Ｐのえがく軌跡で，「サイクロイド」といわれている．

Ｐの座標(z,ｙ)を与える方程式を導いておこう．

／



1９８

ｙ

篭藤

亘
砥

】|卜

上図のように半径αの円Ｃが角ｊだけ回転して，ｚ軸に点Ａで接する位置ま

できたものとする．そのときの円Ｃの中心をＣ，Ｐからｚ軸およびＡＣに下し

た垂線の足をＢ，Ｄとすると

ＯＡ＝ＡＰの長さ＝αオ

ュ|;二:含二撹含推財:f､'=‘i-‘亀､’
である．

なおこの曲線では鵬豊=｡｡,’鼎｡器=-.｡であふ確かめておくとよ
い

これを用いてあたえられた連立不等式のあ

らわす領域を図示すると右図のようになる．

境界線上の点は①，②を〃について解いて

，=士告､/Ｆ涙(楕(だ)円)，

〃=１－('+手)迩値線）
ゆえに，求める面積は，

Ｚ

佃陸Ｉ

の表す領域の面積泰求6１

回まず2つの領域の境界線の交点を求める．

牌工：“億二： 河
－
２

１
一
一
一
一
一

伽
１
脚
、

，

ｙ



rｌ

Ｊ

Ｓ=2烏卿伽十ﾉ(!{(１－('+平)通)-(一芸厩)}ぬ

＝ﾉ〔:､/F秀血十ル('+亭)ｚ}伽凱vF涙伽
第１項については，ｊｒ＝２ｓｉｎ８とおくと

９１（】

に鰯で）qhl＝２ｃｏｓ８ｄ８
ヴ

ﾉ〔:厩"=ﾉ(#､/雨而mcosM

＝4ﾉ〔#j研c･勇州

＝4ﾉ〔#'c･s‘'c･豊川=4ﾉ〔琴｡ｓｗ’

＝4ﾉ〔菱('+cos2M=2[‘+告Sin2‘]書=”
第３項についても同様にして

ノr阿血=2['+吾sin2']#=晋十亭
これより求める面積Ｓは

ｓ="+Er-('+等)筈];+苦(吾十平）

＝旋十芸一等十号十￥=z;『+妾
らしんばん

令ﾏジﾒに｢置換積分｣すれば上のようになるが
、Ｆ二万面の定積分には「円の面積を与える公式

（元r2)」を用いてもよい．右図で

ノ〔:､/Fｱ血="砂×÷
＝汀

（半径２の四分円!!）

汀

ハノ('､/F雰血="伽会十÷Ⅳ可=号

扇形ＯＢＣ△ＯＡＢ

何
－
２

＋
汀
－
３

第３章積分法とその応用１９９

ツL：
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翁楕円が円を'方向に伸縮したものであることを認めるならば,求める領域は

右図の領域を,方向に告倍にしたものである
右図の斜線部分の面積はｙ

降繋
これらを加えて告倍すると

器湖ｚ+泌去十苦伽in号厨}=等十舌
となり，本文の積分の結果と一致する．

なお,楕円茅十等='が囲む部分の面積はこの方法で
元α2×血＝元α６（半径αの円をz/方向に立倍に伸縮!!）
ａ α

であることが簡単に確かめられる．

萄
１１

“

Ｚ

（２）体積

点勿で勿軸と垂直な平面で立体Ａを切

った切り口の面積をＳ(Ｚ）とするとき立

体Ａのα≦ｚ≦６の部分の体積Ｖを求め

るには面積の場合と同様にこの区間を〃

等分して考える．すなわち

ｖ=liInzs(仙=ﾉ(:｡s(蕊)血〃→。◎ん＝１

で与えられる．

特に，立体Ａが右図のような回転体の

ときは，切り口の図形は円で，その半径を

γ(Ｚ）とすれば

Ｓ(Ｚ)＝汀{γ(Ｚ)}２

であるから，この場合の体積は次の式で与

えられる．

フ諒耐）

jｒ

jｒ



v=ﾉ!:｡癒州物=癒伽(錘)}物

図において，△ＰＱＲは半径αの円Ｏ

の直径ＡＢに垂直な２等辺３角形（ＰＱ＝

ＰＲ）である．高さＰＭを，つねに

ＰＭ＋０Ｍ＝α

であるように保ちながら△ＰＱＲをＡか

らＢまで移動させるときにできる立体の

体積を求めよ．

第３章積分法とその応用２０１

鯛■⑦

Ｐ

Ｂ

国 ＭがＯに関してＢと同じ側にあるときを考える．０Ｍ＝苑と

すると，

ＰＭ＝ａ－ｚ

ＱＲ＝２１/Z7z二元百

であるから，△ＰＱＲの面積は

ｓ(麺)=告Ｍ可)(｡-通）
＝(ａ－Ｊｒ)､/Z夢二万面

ゆえに求める体積Ｖは

Ｖ=2ﾉ("S(")ぬ=2ﾉ(｡(｡‐
ここで，Ｚ＝αｓｉｎ８とおくと

い＝αｃｏｓ８ｄ８

であるから

α

(α一"),/Zｱﾆ５５百"

９

列

……………………①

）－→口

１，r=2ﾉ(；(ａ－ａｓｉｎ８Ｗ三河F百…州

＝2α３Ｊ(;(１－sin,)ｃｏｓＷ,(この区間でｃｏｓ８≧0）

＝2｡‘M;ｃｏｓＷ‘－Ｊ(;cos豊‘sinM｝

=2α３{鳥(1+cos2M+ﾉ(晋cos2‘(-sinM｝

=2‘憎十÷sin2,]#+[竿]#｝
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＝2α･(子-÷）
黒111111111慧些篇雨空墜駒一一
命本問は｢非回転体｣の体積を求める例である.基本的には求める立体をよく
にらんで，次の(i)，（ii)，㈱にしたがって求めればよい

（i）まず積分しやすいようにjr軸を選ぶ．

（ii）ｊｒ軸と直交する平面でこの立体を切るときの断面積をjrの関数Ｓ(jr）とし

て表す．

（iij積分区間をきめてＳ(jr）を積分する．

－キチンと立式できればあとは計算力の問題１１

命上の解説では，
ノr(麺の有理関数)ｗ三房血

を扱う「定石」として，ｚ＝αｓｉｎ８とおいたが本問では次のように簡単にやる

こともできる．前ページの①で

２Ｊ(‘(ａ－ｚＷニア｡z=2＠Ｊ(｡､/Ｆ矛血-2J(Ｗ三万冒血
～､~､~､~､~､~、一ﾏ百一（A）

と変形すると，（A)の部分は円の面積を利用して

ノ(｡/両血=芋

⑧に二鞠吟=;璽寵妄｡'’二;+:二子
．．．ｚ血＝一＃ｄノ

ノ(｡Mデー房扇血=ﾉ(｡'(-棚=Ｊ(‘畑=閉:=筈
と計算されて，

ｖ=加乎-2ぞ=2α･(子-吾）

鯛■①一

(1)Ｚと､／との間に，』/＝ez-jr-1という関係があるとき，

蓋{ん物}を麺の式で表せ
(2)曲線〃＝e鍾一ｚ－１の０≦ｚ≦１の範囲にある部分を，〃軸のま

わりに回転してできる容器の容積を求めよ．

｢扉~冒可(1)’=e雪一z-’ ”＝(ez-1)ぬ



第３章積分法とその応用２０３

ゆえに「置換積分法」により，

ル2吻=ん2(e鐘-Ｍ

蓋{ん物}=蓋{ﾙ'(e壁一Ｍ,}=麺'(e壁－１）
(2)／(z)＝e廼一ｚ－１とおくと

／'(z)＝e』'－１＞０（ｚ＞O）

／"(jr)＝ez＞Ｏ

ゆえに〃＝/(Ｚ）は〃≧０のとき単調増

加で下に凸である．また

／(0)＝０，／(1)＝ｅ－２

であるから，求める容積は

ｖ=ﾉr~2"抑…………①

＝,rﾉ('迩璽(e璽一Ｍ(Ⅲ）

＝施Ml麺ｗｒ－Ｊ(ｗ,,｝

シ

ｙ

１

第１項の積分は「部分積分法」を２回用いて

Ｊ(1塑ｗｒ=[誕ｚｅ壷};-ﾉ(！〃ぬ

＝9-2Ｍ;-賑物}=e-2{e-[e霧];}=e－２
第２項の積分は，

ノ('璽塑血=[筈];=÷
であるから

ｖ=海{(e-2)-÷}=寵(e-号）
らしんばん

命本間は｢回転体｣であるが,少しｽﾅｵでない例．⑳本間は「回転体｣であるが,少しスナオでない例．
一本問では「ｙ軸のまわりの回転」であることに注目１１

Ｖを与える積分式①はz/方向の積分である．そこで，ふつうなら与えられた

ｚと〃の関係式からｊｒを3/で表し，積分の中をｙだけの式にしてｙで積分した

いところであるが，本問についてはそうはいかない．それは，与えられたｚと

りの関係式

Ｚノーｅｚ－Ｚ－１
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が，ｊｒについて簡単に解けないからである．このようなときは，「置換積分法」

を利用して「本来なら，ソ方向で積分するところをjr方向の積分におきかえて」

計算することで解決する－「置換積分法」の威力!！

簡単な例としては，ｙが〃の３次関数で与えられるときなどの扱いについて

も同様である．

例陸

の実数の範併

踊尿する陰 〃 佃線とｚ軸とで閉まれた部

｢扉~河’に対する麺｡’の変化を調べると
ｚ＝一ｫ2－１

,=-州十2=-(1-告)2+÷

('－，になるのは，-‘’十‘+2-(‘-2川+D=0）．｡．/＝2，－１

声（
＋２

ｔ

まず「ﾉー ､／グラフ｣から－１≦ｵ≦２

について考えればよいことがわかる．

次に「オーェグラフ」を見るとjrは

－１＜ｔ＜Ｏで増加し，０＜＃＜２で減少

する．これに対して〃は－１＜/＜Ｏ

で増加し,さらに0<'<告でも増加
を続け，以後減少する．これらのこと

/2－１

ｙ

「可

Ｌ』

O）

工
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を「z-yグラフ」でとらえるとグラフの概形は前ページの図のようになる．

このことから求める立体の体積Ｖは

ｖ=Ｊ(~!"亀子〃………①

＝'rﾉr(-‘２+‘+2)２(-2Ｍ

＝2旗ﾉ〔i(‘鼠-2i‘-3‘Ｗ+州

＝2燕[苦-号‘扇一芸#‘+÷‘ｗ]含

＝肋(署一等一等十12+6)=器”
らしんばん
一

もバﾗﾒー ﾀーで与えられる曲線の｢回転体｣の体積であるが,このままでは
どのような図形なのか全くわからない一本間についていえば，「〃軸とで囲ま

れた部分……」に着目してｙ＝Ｏとなる/の値ノー２，－１を求め－１≦ｵ≦２

でｚ，ｚ/の変化を調べて，グラフの概形を求めた－Ｊr，〃の変化がオの変化に

対して「単調でない」ところがむずかしい．

本文の①についてはマジメに体積を求め

積分の式をたてて

ｖ=ﾉ〔５１"‘ぬ-ﾉ〔三"物

＝か等dI-ﾉ〔:"寄伽

＝か帯｡"+Ｊｒ"帯出

＝ﾉ(~‘叩筈ｄＩ
と考えるとよくわかる．／＝２から－１ま

最初から積分することにより，－２≦jr≦

の斜線部分が「自動的」にくりぬかれると

なお図形の状況によっては，パラメータ

ノ('"'等｡〃
で，α＜βとはかぎらない．本間はα＞β

勤tを消去して,鍾と,のﾅﾏの関係を求

｜i:士溺=:二6……側
辺々ひいて

βの例である．

求めることはできないか

から－１までを

，－２≦jr≦－１

ぬかれるところがおもしろい．

パラメーターオによる定積分

､一一

Ｚ
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ｙ＝苑十３－Ｊ=ｚＦＩ
－１

２'r{叶３－､/二５ＦT}2”

ｲﾆ元~＝I＝ォ とおくと，「置換積分法」により上

(＊*＊）

〃＋１＋ﾒー ﾝ＋２＝０

．．．ノーｙ－ｚ－３

これを（＊）に代入して整理すると

〃２－２功十z/２

＋7ｚ-63/＋10＝O……（＊＊）

これをｇについて解いてみる．

ｙ２－地＋3)Z/＋"2＋7計10＝０

．．．｛y一("＋3)}2＋叶l＝Ｏ

・・・ｙ＝(叶3)±/二万ＦＴ

これより体積Ｖは

ｖ=ﾉ〔胃Ｉ燕{叶3+Ｒ=丁Ｍ－ﾉ〔
を計算すればよい．

少しメンドウだが，展開してイニ王~二~T＝

と同じ結果が得られる．

動ちなみに(**)がどんな２次曲線か．
一般にｚ，、/の２次方程式

αＺ２＋2ﾉZZy＋〃2＋2な＋２９３/＋ｃ＝０

で，Ｄ＝α６－"２とすると（＊*＊）は

Ｄ＞Ｏならば楕円（または円）

Ｄ＝０ならば放物線（または平行２Ｉ

Ｄ＜０ならば双曲線（または交わる

(または平行２直線）

(または交わる２直線）

を表す

－代数幾何!！

そこでＤを計算してみると

Ｄ=α６－〃=1.1-12=O

で，この曲線は「放物線」であること

がわかり,t趣n2‘=苦の分母に
注目するとこれが「α－６＝,－１＝O」，′

であることから，座標軸を45.回転す

ることにより「標準形」に変形される

こともわかる．

((Y_竿)蜜=一手(x一等)Ｉになる ）

ｙ

〃

Ｘ
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命本間の図形はドー ﾅﾂ状になる－このような図形を｢環体｣ということも
ある．

臓画⑮
Ｏ＜ｐ＜ｑとする．

座標平面上で，

ｏ≦〃≦(z-p)(q-z）

を満たす部分を〃軸のまわりに回転させてできる立体の体積を求め

よ．

｢扉~詞境界線を表す放物線の方程
式は，

ｙ

Ａ

”
付
－
４

’
＋

い
い
割

が
十
一

一
が
ん
ｖ

は
一
一

一
一
一
一
一
一

〃－刀

..….①６＝

Ｚ

ここで｡半=α,(‘三，)2=6と
おき，〃について解くと

（Z一α)2＝６－３／（≧O）

．.、勿一α＝士､/万二~ず

すなわち図の露１１通は

ｊｒ,＝α＋､/Z~二~す，Ｚ２＝α－、/万二~す

ゆえに求める立体の体積は外側の回転体から内側の回転体をひいて，

ｖ=ﾉ(‘,､物一ﾉ(‘唖物

＝,『Ｊ(｡(砥,'一"伽=施伽+")(鋤-"仙

一,ｒＪ(．2α(鋤-趣)吻

＝施(，+q)ﾉ(‘(ｚｌ－ｚ州……………………………………②

＝2廠('+,)Ｊ(｡『”=2,『('+,)[-号(‘-,);]：

＝2,『(州)号6号=号(p+α)(q-p)。
らしんばん

1１

(",≧Ｚ
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命②に注目!!この式のルー麺仙は,図の放物線と鍾軸とで囲まれる部
分の面積である．これをＳとおくと

s=J(．(…)聖一Ｊ(．(麺-'ﾙー,)ぬ=１Ｊ～－６一．ﾉ０，一・一~'ススノｐ､ー”ハー証′Ｘｘ６

（ｙ方向に積分）（Ｚ方向に積分）

この式を②に代入すれば，いくらか計算は簡単にいく．

翁②について｢もう少し別の読み方」
を説明しておこう．回転軸から放物線の

対称軸までの距離をノとすると②は

Ｖ＝2冗偲……………（＊）

に書きかえられる(ﾉー半）
これは，この「ドーナツ」をどこか１

ケ所で切って伸ばしたものの体積を，高

さ２７rﾉ，底面積Ｓの柱とみなして計算

できる，という「感じ」である．

一般に回転する図形の面積をＳ，回転

軸からこの図形の重心までの距離をノとすると，上の(＊)がその「環体」の体積

を与えることが知られている．

これを「パップス・ギュルダンの定理」という－「重心」の定義については

ここでは触れないが，「その図形の中心」という程度の理解で十分である．

この結果は知っておくと都合がよい．

「環体｣･の体積＝(円周)×(断面積）

というのが，いかにも自然でおもしろい．

→このような立体の体積を求める方法を参考までにもう１つ説明しておく．
たとえば，本問の体積Ｖは

ｖ=Ｊ('2剛山一………………………………………………側
で与えられる．なぜか－それは，この立体

を「輪切り」にすることにより説明される。

(はやいハナシがバウムクーヘンの薄皮を１

枚１枚に「はがす」のである.）

右図で，区間α≦ｚ≦６を〃等分し，そ

の１つを４Ｚとすれば，半径ｚＡとzjh＋血

との間にはさまれる薄皮の部分（高さyjbと

みなす）の微小体積は

汀伽＋血)23/倉一”肉2y愈

＝汀{2工俺３Ｍ叶(血)2"た｝

であるから，求める体積は

エ
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Ｖ＝limZ7r{恥3Ｍｔr＋(血)2y座｝

‐謹言…+卿苧竿(蝋熱）
ＯＳ

＝撫婁2…凶麺=ﾉ(‘加耽
になる．（ただし，これが実用的である場合はそう多くない）

本問についてやっておこう．（＊＊)から

ｖ=ﾉ(・蜘血=ﾉ('伽(態－，)(,-z)〃

＝-21『ﾉ('麺(z－，)(迩一’)‘ir=-21『ル'+，)(麺－，)(麺－，+'一伽

＝-2施ﾉ(｡{(麺－，)，+(2,-')(麺－，)‘+ルー')(迩一'Ｍ，

＝-2,『[砦２１２十竿(璽一')‘-空ﾃ型(麺－，)２]：

一号(州)(9-,)，
で，先に求めた結果と一致する．

y＝/(工）

（３）曲線の長さ

「定積分」を用いて，曲線の長さを求める

ことができる．

曲線z/＝/(z）の，α≦Ｚ≦６の部分の長

さを求めることを考えてみよう．／(工）は

肯
，’

宮一巳刻、いノ‘･ノー＝ＬＰ‐色〆フグＬ匙ダハｄ、ノ。．ノＩＣルノＵ≠ Ｚ０ｊｒｌｇｒ２ｊｒ角－１〃ん

α≦ｊr≦６で連続な導関数をもつものとする．α

いま，この区間を〃等分し，分点をαに近い方から順に

Ｚ１９Ｚ２シ…・・・シ〃ん，……Ｚ刀－１ （ただし，．zo＝α，Ｚ"＝６）

とすれば，各ｚ肉（た＝１，２，……）に対して曲線上の点Ｒ(勿々 ,／(Ｚ点)）

まる．そこで隣り合う２点

Ｐ庵_,い_,,／(Ｚ,‘_,))，Ｐだ“，／い)）

を結ぶ線分の長さは

Ｐ愈一,P漁＝､/(睡一Z虎-,)2＋{/い)－/い_,)}２

ここで「平均値の定理」を用いると

／い)－/い_,)＝/'(cA)い－"々 _,）（jrA-,＜c為くｚＡ）

となるｃ魚が存在するから，上の線分の長さは

工励

|’

６

が定
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Ｐｊｂ－１Ｐｊｂ＝ (睡一"為_,)2＋{/'(CA)い－ZA-,)}２

＝↑/'千Tｱ7雇亦(勿彪一勿慮-,）似＞勿陶－１とする）

求める曲線の長さは，このような線分の長さの和

婁､/'〒Tｱ而血(血="進一錘A-l）
で近似され，〃→ｏｏ（血→O）としたときの極限値として与えられるから，

これを「定積分」で書きかえると

Ｌ=哩皇､/F『て瓦ｗ“

＝卿皇､/'千F、冒血(血→0のときc偽~棚）

＝ﾉ(．,応、重血=ﾉ(;VF閉血………①
なお，この曲線上の点（",ｙ）がパラメーターオを用いて表され，

号芳>０ 号十二三÷
ならば「置換積分法」を用いて①のＬは

トノ(;VFE悪1乏芳〃（髪=劣苦）

＝ﾉＭ零F閉伽……………o
のように書きかえられる．①，②とも重要な公式であるから，いずれの形で

も扱えるようになっておかなければならない●

圏②で,パﾗﾒーﾀーiを時間にとれば,帯,器はそれぞれ動点Pい')の”

方向,,方向の速度成分を表し(pⅢ参照),したがって,/砺Ｗ了は動
点Ｐの速度の大きさ（速さ）を表していることになる．そこで②は，「基礎解析」

ですでに学んだ直線運動の｢道のり｣を与える公式ﾉ〔"'''｡'を,麺-’平面上の
曲線の上を動く動点のハナシにまで拡張したものと理解すればよい●

蝿
せいぼう

アステロイド（星1竺形）は次の方程式

ｊｒ:＋､/号＝α号（ただし，α＞0）．………….…………．
で与えられる．

(1)伽0キ０として，この曲線上の点Ｐ(恥"0）における接

■

①

線
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式を求め，〃，〃両座標軸がこれから切りとる線分の長さを求めよ．

(2)この曲線の全長を求めよ．

回('１両辺を麺で微分すれば

号r÷+号,-きび=０Ⅷ'=-(苦)-÷(=-(芸)音）
ゆえにこの曲線上の点Ｐ(zwO）における接線の方程式は

／γ，‘,1-÷，、

．'説

,-,｡=-(器)-音(壁-鋤）

麺0-苅十肌－す"＝α言………．．……･………………………………②

これと勿軸，ｚ/軸との交点Ａ，Ｂの座標は

Ａは②で3/＝０としてＺ＝α:蜘苛．.．Ａ(α:蜘昔,O）

Ｂは②で〃＝０としてｙ＝α号､/o÷．.．Ｂ(0,α号yo;）

.．､71百2=(α蓋zO;)2+(α:z/0昔)2

＝α;い:＋Z/０号)＝α;．α:＝α２．．．ＡB＝α

(2)この曲線はｚ軸，〃軸について対称であるから，第１象限の部分の長

さを求め，４倍すればよい．

』+伽L'+{-(芸)#}L響-‘:w：
．．．、/'千ｍ貢=､/高二言=α昔麺-きい>0）

そこで，「曲線の長さ」を求める公式（前ページの①）を用いて

÷=Ｊ(･原ワア血=Ｊ(｡α÷錘-÷ぬ=α;開:=号‘
．.．Ｌ＝６ａ

２ ２

．．ｙ０３Ｚ/－３/０３二＝一J''０－百Ｚ＋,Z０百

２２

．．.恥一百z+y０－羽＝zO百十Z/0百

ここで，点Ｐ(Ｚ0,yO）はこの曲線上の点で

あるから与えられた方程式をみたす．
２２２

．．０１m百十3/0百＝α百

ゆえにＰ(z0,3/0）における接線の方程式は
２

②

②

らしんばん
|耐噸瀞職瀧瀧撫撫繍繍撫W畷撫撫！鰯､撫繍鰯罰ﾘW爾爾､癖､燕爾爾i撫照ｍ

令この曲線の概形をつかむにはどうすればよいか.”>0,‘,>0にかぎると，命



２１２

ｙ

ともあれ

(i）式の形から、/＝〃について対称

(ii）〃'＜ｏよりｙは単調減少

伽少しがんばってｙ"＞Ｏがいえれば下に

凸であることもわかる．

さらに本間(')でこれらに加えて次のような

情報が与えられることになる．すなわち，長

さａ（一定）の線分の両端Ａ,Ｂをそれぞれ

〃軸，ｙ軸上において動かし，このような線

分をたくさん描くと１つの曲線の概形が浮か

恥
エ

L】

分をたくさん描くと１つの曲線の概形が浮かび上ってくる．

テロイドなのである－図はこの状況を示したものである．

ついでに曲線

〃α＋ｙα＝1………（＊）
ｙ

の概形も知っておくと便利がよい．

〃2＋ｙ２＝１（円）

ｚ＋〃＝１（直線）

孟十"号='(ｱｽﾃﾛｲド)
を参考にすると（＊)の表す曲線の概形が

α＞１，α＝1,0＜α＜１にしたがって図

のようになるであろうことは容易に想像でき

る．

翁この曲線にもう少しつきあってみよう．
曲線①の両辺をα号で割ると

ｙ

実はこの曲線がアス

Ｚ

（苦)号十(号):=’
であるから

（吾)音=cosa(芸);=sin‘
とおくことができて①で与えられる曲線上の

点（z,〃）は

｜;三:票;………………㈱
で表される－アステロイドのパラメーター

表示!！

そこでわれわれとしては，「このような８

の図形的意味」が知りたい．一般的なハナシ

からはじめよう．図のように半径αの円ｃ１

の内側を半径６（α＞６）の円Ｃ２が「すべるの内側を半径６（α＞6）の円Ｃ２が「すべることなく転（ころ）がる」とき，最

初ＡにかさなっていたＣ２上の点Ｐ(Z,ｙ)のえがく曲線を考える．Ｃ２が８'だけ
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転がって図の位置にきたとすれば，

ＰＴ=ＡＴＡα8=68'糸８'=号β
ゆえにＣ２の中心をＣとすればＣＰと勿軸の正方向とのなす角は

’一"='一号'=-芋’
であるから，ＯＰ＝ＯＣ＋ＣＰを成分で表すと

職二剛十(:蝉:'１
に|揃蹴一一K卿

である．このような曲線も先に述べた｢サイクロイド」（p､196噸ロ玉）の一種

で，「ハイポサイクロイド」という．

この曲線で特に「α＝４６のとき」を調べてみると，（＊*＊)の２式は

蹴鯛:鰯職郎
である．これは（＊＊）に他ならない。

命アステロイドをパﾗﾒー ﾀー 表示すると
この曲線が囲む部分の面積を求めることがで

きる．全体の面積をｓとすると

子=ﾉ(｡,”
ここで，

ｙ＝αＳｉｎ３８

ｑｈ，＝－３αｃｏｓ２８ｓｉｎ８伽

とおきかえると

芸=ﾉgasin‘‘(_3,cos璽‘sinM

(８

ＺＩ（６

=3｡2Ｊ(畳sin‘'cosW'=3ａｚＪ(;sin‘'(l-sin2M

=3α2M;Sm‘川_ﾉ(;sinW,｝

-肋綜-器苦｝ほ芸淵胤た《は）
=苦＠恥Ｓ=器｡ｚ×4=等α,

６ 0）



=ａＪｒｖｒ而肋=’rV雨而零‘〃
=2αﾉ("sin÷川≦舌≦"より｡in昔≧0）

=2｡[-2c●s昔r=8‘

である．

動バﾗﾒーﾀー表示されたｱｽﾃﾛｲドの全長は｢もう'つの公式(p210の
②)」を用いて

÷=Ｎ言諏嘉了‘‘
で求めることもできる－各自で確かめよ．ここでは「パラメーター表示された

曲線の長さを求める例」として，先に述べた「サイクロイド」の場合をあげてお

く．サイクロイドのパラメーター表示は

｜;二膳観‘(0≦‘≦助）
であったから

書=α_αcos‘･器=ａｓin‘

L=ﾉrV南工阿dI-ﾉ(”

（４）物理的な問題について
ちから

ニュートンは，「微積分」を用いて「力」というものを説明した－「微

積分」は「自然現象を読みとる“ことば"」でもあったのである．したがっ

て入試問題にも「微積分の応用」として「物理的な問題」の出題が少なくな

い．

以下例題で説明する．

α2(１－COS/)2＋a2Sin2／ 〃

214

、
ノ
ー
Ｉ蝿

一直線上に距離Ｌだけ離れた２つの駅がある．一方の駅

て他方の駅まで所要時間Ｔ（＞0）で電車を運転する．この

の加速度α(/）は次のように与えられるものとする．

小{蝋墓売隙考
(1)ＬをＡ，/,およびＴで表せ．
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(2)電車を運転する費用は，加速度の２乗を全運転時間にわたって積

分したものに比例すると考える．運転時間を一定にして，運転費用を

最小にするには，Ａ，/,をどのように選べばよいか．

｢扉~霊~l(1)加速度α(')は,速度，('）
るから，まずひ(/）を求める．

(i）０≦/＜あのとき，

，(ｫ)="(0)+ＪｒＭ=A‘
(ii）/,≦/＜Ｔ一Aのとき，α(/)＝０から

ひ(/）は一定で，ひ(/,）に等しい．ひ(/,）は

(i)でノーハとすればよいので

ｚﾉ(/)＝zﾉ(A)＝ＡＡ

⑪Ｔ－A≦/≦Ｔのとき

，(#)='(T-A)+ﾉｆ二‘(-A)dM

-Ah+[-A′Ｌ，
＝Ａ/,－Ａｵ＋Ａ(Ｔ一A）

＝ＡＴ－Ａｊ

を時間/で微分したものであ

り(/）

LｙＬｊ ＱＱ

／

以上のことから／に対するひ㈹の関係をグラフに示すと上図のようにな

る．

ゆえに求める距離Ｌは’２ﾉ(/)＞ｏに注意して

Ｌ=JrA棚十〃A柚十ﾉﾘＺ"(－A’+AT)Ⅲ……。

＝[A苦]:+[ﾉｗ]:-"+[-A苦十川]:_“
＝Ａｆ,(Ｔ－ｔ,）

②ﾉr{α(')Ｍ=Ｊ("伽十ﾉKr-‘‘Ｍ+ﾉ二!(_ＡＭ
＝2Ａ２ｊ，

ゆえに費用をｃ，比例定数をＡ８(＞0）として

。=陶仙')=2庵(而呈717)2ハ（川)よりL=Aも(T-A)）
２ﾉｾL２

ｔ,(Ｔ－ｈ)２



．．．／'(z)＝(Ｔ－Ｚ)2-2Ｚ(Ｔ－Ｚ)＝(Ｔ－Ｚ)(Ｔ－３Ｚ）
ー一

（正）

ゆえに分母は麺=灯=子で最大となり,したがってこの時cは最小で，
求めるＡとAの値は

９Ｌ

ｈ=署,Ａ=血(夫蜘)－２T‘
らしんばん
､撫職撫翻繍繍i瀞､､鵬､撫潔､､､ﾘ職､､撫聯i撫緬繍聯W願瀞離職､、

この分子は一定であるから分母が最

大となるときを調べればよい．Aをｚ

とおくと分母は

／(z)＝z(Ｔ－ｚ)２

（0<透く筈）

２１６

ｍＴ－/,≦/≦Ｔのとき

‘(‘)=’(T-A)+ﾉ二,一A(ｉ-Ｍ

＝{号血璽十Aｈ(T-2h)}+[一A止多』且};_“

＝Ah(T-A)-号(‘-T)圏=L一号(‘-T汁Ａｈ(T-h)=L）
のようになり，図のようなグラフが得られる．

令仙の①以下は｢基礎解析｣でも学んだ｢道のり｣を求める公式ﾉf"'ひ(')Ｍ
であるが，実はこれは本文中の図でもわかるように，Ｕ(ｵ）のグラフと誕軸とで

囲まれた図形（本問でいえば台形OPQＲ）の面積（斜線部分）に他ならない．

したがって△ＯＰＰ，△ＲＱ'Q，長方形ＯＰ'Q'Ｒをにらんで，

Ｔ×Ａ/,－Ａｊ,２

を計算すればよい．
１、‐．..…、…－．，－吋一一，′、、、Ｗ）
なお，出発した駅からの距離をＷ）とし

て，この電車の運行状況を調べると

（i）０≦オ＜ｔ１のとき

，(ｔ)=,(0)+ﾉrA棚=号'’エー
（ii）/,≦/＜Ｔ一Ａのとき

〃(‘)=,(此)+ﾉ(WAM’

一号ｉ12+川-伽）
／

Ｚ ０ ●●●

Ｔ

３
●●●

Ｔ

２

/'(z） ＋ ０

/("） ﾉ’
最
大
、‘
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命｢変化する量の総和を求める原理｣について－結論からいうと,上でやった
ように積分すればよいのだが，もう少しくわしく説明しておく．

等速直線運動で，「進んだ距離」を求める公式は

「進んだ距離」＝｢速さ」×｢時間」・…………･…………………･…(＊）

である．しかし，この「速さ」が「時間とともに変化する量」であるときはどう

すればよいカー－そのときは，この運動を等速運動とみなすのに十分なほど時間

を細分化して考える。（つまり「積分」する!!）

たとえば，十分短い時間４/為（この場合の４座はふつうかかった時間の”分

の１にとる）の間に動点Ｐが等速度zﾉ倉で進んだとみなせるならば，この間に進

んだ距離は，りん×４ﾉ肉＝2ﾉ鹿4/点となる．したがってこれらの総和はＺｚﾉ庵4/点で，

この〃を限りなく大きくとることにより，／が／，から吻まで変化する間の動点

Ｐの「変位（この間でつねにｚﾉ々＞Ｏならば進んだ距離)Ｌ」は次のように求め
られる。

卜蝿錐雌伽伽隙揃fば'二れは）
－本問(1)の①に示した積分は実はこうした意味をもっているわけである．こ

のような考え方は上にのべた直線運動にかぎらずいろいろな場合に適用される．

たとえば，断面積Ｓの管を通って流れる水の速度が時刻／においてり(/）で

あるとき，／＝/，からあまでの間に流れる水の量Ｖは

ｖ=ﾉK"Ｍ)伽(虚>ｈ）
（水の量＝単位時間の流出量×時間＝断面積×速度×時間）

で与えられる。

また，加えられる力が物体の位置jrの関数／(z）で与えられるとき，この物

体をjr軸に沿ってｚ＝αの位置からｊｒ＝６の位置（6＞α）まで動かすときの

「仕事（＝力×距離)」Ｗは

ｗ=ﾉ(:矛(垂)伽
である．

この他「電気量｣，「エネルギー」など「変化する量の総和」を，そのときのパ

ラメーターで積分して求める例は多い。

原点Ｏを通り，〃≧Ｏで単調増加であるような曲線3/＝/(z）

蝿Ｚ

，
〃
と

の
を
す

Ｚ≧Ｏの部分をz/軸のまわりに回転してできる容器を，鉛直方向

軸にとって，水をいれた．この容器の底に穴をあけ，水を流し出

き，その流出速度は水の深さの平方根,/~すに比例する．
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このとき，水面の降下速度を一定にするには，／(z）をどのように

定めればよいか．

ｙ

蔵
L〕

｢扉~詞l深さ'のときの水の体積は
ｖ=Ｊ(，慰誕抑………………①

であるからこの両辺をｔで微分すると

祭=癒錘塑器………………②
一方，水の流出速度はた〃（ん＞0）で，

｢(減少速度)＝－(流出速度)」だから

等=－１Ｗ
これを②に用いると

‐胴=耐劣(舟>0》…………－ﾉＭﾉー ”2器（た>0)………………………………………③

ここで，水面の高さは時間とともに減少するから,器=一‘(｡>0）
とおくと③は

７ｒ２ａ２

－胴="2(~α）金〃=等"’ ．．Ｚ/＝た２Ｚ４
．．．'(Jr)＝Ａｒ４（Ａ＞o）

（これはｏを通り〃≧Ｏで単調増加，水面の降下速度はノＷ７Ｔ
汀

)‘

）

らしんばん

司水の流出(あるいは流入)に関する典型的なﾀｲプの問題である．
ポイントは

（i'①をｷﾁﾝと立式できること一一般にはｖ=ﾉ('s(ｼ)｡，
（ii）①の両辺を「ｆで微分」する（これがわかりにくい!!)－「合成関数の

微分法」！！

この２点をおさえれば，「何をやればよいか」が見えてくる．

また，本問は

箸………体積増加率(減少のときは帯く0）

器………水面の上昇速度(降下のときは器く0）

面
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のﾊﾅｼであるが,場合によっては等(水面の広がる速さ),あるいはv=０
になるまでに要する時間などを求めさせたりするときもある．

いずれにしても問題文をよく読んで，「求めるものを文字式でキチンと表現で
きるようになっておく」ことが大切である．

回微分方程式

（１）微分方程式一変化の基本法則の表現
ｚ/がＺの関数であるとき，ｚ，ｙ，およびｙ′（z/″などの高次導関数をふく

む場合もある）についての等式を「微分方程式」という－最高次のもの

が〃次導関数ならば，これを〃階の微分方程式という．そして，「この等式

を満たすために，ｚ/はＺのどのような関数であることが必要十分か」を定

めることを「微分方程式を解く」という．、

微分方程式について，その形式の上から説明すれば以上のようなことにな

るのだが，それを内容の上から理解するためには「微分方程式のはたす役

割」という立場から，もう少しくわしく説明しなければならない－実は

｢微分方程式」は，力学，電磁気学その他の物理学の分野はもちろんのこと，

いまや科学の多くの分野でその核心的な役割をになっており，近代的な思考

方法の重要な要素ともなっている．

一般に，「事物の変化の基本法則」は微分方程式でとらえられることが少

なくない．そして，それをそれぞれの条件下で解くことによって，「その基

本法則がその条件下で働いたとき，どのような結果がもたらされるか」が明
らかになるのである．

たとえば，ある種の細菌が１時間毎に２倍に繁殖し，５０時間後にコップ

－杯になったとする．この変化の状況を逆にたどっていくと，４９時間目に

は半分，４８時間目には４分の１，４７時間目には８分の１であったはずであ

る．さらにもう少し前の時刻である４０時間目については２－１０（約1000分の

1）で，はじめのうちの変化の状況はほとんど目に見えない程度なのだが，

あとになればなるほどその変化は大きくなり，しまいの数時間で急激にふえ

ていることがわかる．しかしこのことは，細菌の繁殖のペースにラスト・ス

パートがかかっているわけではない．個々の細菌は終始一貫して同じ法則の
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もとで繁殖しているにもかかわらず，全体としてはこのような結果になって

しまうのである．

この現象を「数学的に記述する」にはどうすればよいか－微分方程式を

利用する。

上にのべた細菌の例でいえば，この現象をつらぬく基本法則は時刻ｊにお

ける細菌の数をPとするとき,その増加率筈がつねにPに比例してい
ることにある．このことは微分方程式

帯=胸Ｐ(陶=2）
で表される．

もう１つ例をあげると放射性物質の崩壊がある。これは上の例とちがって

時間とともにその物質の量が減少し，その減少する速度の大きさはそのとき

の物質の量に比例する。したがってこのときの変化の状況も上と「同じ形」

の微分方程式を用いて表されるが比例定数ﾉﾔは負の値となる．

いずれにしても，これらの現象を支配している基本法則は

器=伽………………………………………………………０
という形の微分方程式を用いて記述されていることに注目したい．

高校数学の範囲で扱える微分方程式のタイプはそう多くはないが，特に①

の形をしたものは，

鍔=侮(変化率が一定）
の形をしたものとならんでどの教科書にもあらわれる．それは，この形の変

化の法則そのものが，きわめて基本的な形をしているからである．

①の微分方程式の解き方については後で解説するとして，これを解いた結

果は

り＝のｾ“（Ｃは任意定数）

の形になる－これは①を満たし，しかも①を満たすものはこの形のものし

かない．ところでＣはどういう意味をもっているのか．

細菌の繁殖の例にハナシをもどそう。

等=〃－==→Ｐ－ｃｅ“(cは任意定数）
であった．しかし，この定数Ｃの値をきめたいと思ってもこの値は微分方

程式だけからはきまらない．それは「微分方程式というものが単に変化の法
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則を示しているにすぎない」からである。

それでは，この任意定数Ｃの値をきめるにはどうすればよいか－それ

は，この例でいえばはじめの細菌の数が問題で，これがきまれば時刻オにお

ける細菌の数がきまる．すなわち，ノー０のときＰ＝凡であるとすればこ

れらを代入して

凡＝ＣｅO＝Ｃ．｡．Ｐ＝凡e師

となる．

微分方程式の解の中に任意定数Ｃがはいっているのは，計算の形式から

いえば不定積分を求めるときの積分定数というほどの意味でしかないが，内

容的には微分方程式というものの本質が「さまざまな場合に適用できる基本

法則の表現」であって，その解に各現象の具体的な条件（初期条件など）を

与えることにより任意定数Ｃの値がきまり，したがってその法則の具体的

な現象に関する表現が確定することになるわけである。

ここでは①の形の微分方程式を例にひいて説明したが，他の形のものにつ

いても考え方は同様である．

（２）いろいろな微分方程式とその解き方の基本
微分方程式を一般的に解くのは容易ではないが，いくつかのものについて

はわれわれの知識の範囲内で処理できる一目で見てすぐにわかるものは別

として，以下基本的なタイプの微分方程式とその扱い方のいくつかを実例で

解説する。

詞
佃陸

γ）ｲ愚

Zdl

２

偏葬~詞(')，が恒等的に0(以下，=0と書く)ではない(脚)とき，
yキ０のときがあるから，両辺を〃でわると

器-〃（醤患瀦の範囲）
この両辺をＺで積分すると

舟器血=ん伽…………………………………………①
この左辺に置換積分法の公式一便宜的に「左辺の血を約分」する－
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を適用すると

烏血=〃ぬ……………………………………０
．．．ｌｏｇＭ＝肱十Ｃ１．．．lyl＝ｅＡｚ十c'＝ec'e陶露

．．．ｚ/＝±ｅｃ１ｅ“

ここで，士ｅｃ'をあらためてＣとおきかえると求めるｙは

り＝Ｃｅ々韮（ただしＣ＝±ｅｃ１－Ｏでない任意定数）………③

また，ｙが恒等的にＯであるとき，これは明らかに与えられた微分方程式

を満たすから，これも③の形に含めて求める〃は次のようになる．

ツーα“（Ｃは任意の定数）

これは明らかに与えられた微分方程式を満たす．（以下，この確認は省略

する｡）

(2)分母を払うと

（‘-2)筈=-(鯵－１）
であるから両辺をｚで積分すると

ルー2)豊血=ｆ(蓮-Ｍ………………………………④

Ｊ１(,-2ルール-Ｍ

ハ会(,－２)璽=一芸("-,)'+C，
．.．（Z－１)2＋(､/－２)2＝2C，

．.．（Jr-1)2＋(リー2)2＝Ｃ（Ｃ＝2C,，Ｚ/＞2）

(3)‘-鋤豊=”
と変形して両辺を麺で積分すると

ルー麹器血=ん伽…………………………………………⑤

＊ルー圏物=ん｡６，←妾9-麺=筈十c１
．．．e-2g＝Ｃ－ｊｒ２（Ｃ＝－２Ｃ,）

僻鰯雲場合｡特に指示がなければ｢昨……｣の形で答え）
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鼻三L孟些4は△鳥
も本間の(1),(2),(3)に共通していえることは,①,④,⑤の左辺ではいずれも
「置換積分法」を利用しているが，これらは事実上「変数〃についての積分」で

ある，という点にある．

もう少しくわしく説明すると，たとえば(1)の「①→②」の変形は，内容とし

ては「置換積分法」として理解すべきことがらではあるが，この微分方程式を解

くには「結果として②が約束されればよい」わけだから，式変形に少し「形式上

の」くふうをすれば，与えられた微分方程式からいきなり②をつくってしまうこ

とができる．

それにはまず,与えられた等式で器の｢伽と｢伽｣とを切り離し,こ
れらに「形式的な分数計算」を許して変数jrはすべて右辺に，変数Ｕはすべて左

辺に整理する．すなわち

去血雲抽（妻繍鮒辺と）
次にこの両辺に,これも｢形式的に｣たつけると

烏吻=ん血
となり，これは本文の②に他ならない－「形式的な」変形だけで②が得られた

ことに注目したい－このようにして変数ｚ，ｚ/を両辺に分離することができる

タイプの微分方程式を「変数分離形」の微分方程式とよんでいる．そしてこれは

微分方程式を解く上で最も基本的なものの１つである．

本問(2)，(3)を上にならって変形すると

(2):('-2)"=-(懇-Ｍユル2昨ｆ(壁-Ｍ，

（ルー2物=川＊ルー2物=ん‘h'
となる．以下，このタイプのものはこのように扱うことにする．

この他にも，微分方程式にはいろいろなタイプがあって，それらの解法につい

てもいろいろと研究されているが，われわれが無条件に解けなければならないの

は，この「変数分離形」までである．入試問題にはもう少し複雑なものも出題さ

れてはいるが，その場合は出題の意図にもとづく「誘導」がついているのが普通

であるから，それにしたがって解くことができれば十分である．

命微分方程式の解について
（１）を例にして説明する．(1)では

器=〃……IAlー〃=Cｾ樺(Cは任意の定数)……(B）
を示した．このとき(B)は，微分方程式(A)の「一般解」であるという．

これに初期条件，たとえば「〃＝Ｏのとき〃＝1」などを与えると，（B)に代入
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することにより任意定数Ｃの値がＣ＝１ときまり，（B)は、/＝e極に決定する。

このように任意定数を含まず１つに決定された微分方程式(A)の解を「特殊解」と

いう。

このハナシを「視覚的に」とらえて説明すると次のようになる．

（A)：ある曲線上の任意の点Ｐ(jr,〃)における「接線の傾き」がりに比

例する（比例定数は助

（B)：条件(A)のもとに点Ｐを動かしていくときに得られる曲線の方程式

’'ノ

jｒ

〔】

(鮮竺;鰯琴の傾き｣)側〉

ｙ

Ｚ

【）ＩＰ

しかし，このような曲線は１

つとは限らない－右図に示す

ように実は無数にある．この例

でいうとｙ＝±ｅＡｘを勿軸に沿

って平行移動して得られるすべ

ての曲線が条件をみたしており

(｢解曲線群」という），これに

初期条件を与えることによって

1つの「解曲線」が決定する．

これは上に述べた「一般解｣，

｢特殊解」に対応するものと考

えればよい．（〈図ｌ>）

ところで(A)から(B)を求める過

程でわれわれは「z/は'恒等的に

０ではない」として出発した。

これは「ｙはたまたまｏである

ときがあるかもしれないが’０

でないところもあるとして，そ

のｏでない〃について」という

ほどの意味である．そうすると

"＝士eclejbzという，決してＯ

という値をとりえない関数が求

められた．したがって，もし微

分方程式(A)(y主O)にｚ/＝Ｏと

なる点Ｐの存在する関数z/が′

解としてあったとしてもＰ以外

の点では、/＝±ec1e趣(キO）の

形でなければならずしたがって

点Ｐで解曲線は不連続となって

しまう．（<図２>）

つまり，「〃が'恒等的にＯではつまり，「ｙが'恒等的にＯではない」という条件のもとに求められるz/は，

れわれとしてはｙ＝±ｅｃ１ｅ虹（微分可能）以外にはありえないとしてよい。

わ
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一方，ｚ/が'恒等的にＯのときは明らかに微分方程式(A)が成立するのでこれも解

である－この解も含めてz/を１つの式で表すことはできないか１１本文③の

Ｃ＝士ec1は決してＯという値はとりえないのだが，このＣにＯをも認めてしま

えばＣ＝Ｏとおくことにより解〃＝Ｏも表すことができ，ec1が正のすべての実

数を表し得るからＣを任意の定数として解は１つの式(B)で表しきれるというわ

けである。

令少しﾒﾝドｳな解の扱い方についてもここで説明しておこう.たとえば微分
方程式

器=,('ル………………………………………(*）
で，ｚ/＝０，〃＝１は明らかに（＊）を満たすからこれは（＊）の解である．

そこでｚ/キ０，，/キ１であるようなz/に対して（＊）を解くと

ﾉ元二両"一八壱十古)"=ん
川｡g'’'一log''-,'=叶Ｇ引当|=g…’

＊古=Ｍｃ=士曾｡IⅧ=丁静……(**）
が得られる．そしてこの定数ＣにＣ＝Ｏを許せば解「y＝O」も（＊＊）に含めて表

すことができる．しかしここで困ったことはとりあえずのところＣにどんな数

値を代入しても解「Ｕ＝1」を表すことができないように見える－少し工夫を

してみよう．それには（＊＊）の分母子をＣで割り

ｅｘ

‘=吾F言？………………………………(*糊
と変形してから「Ｃ→○○」としてみる．そうすると（＊*＊）はz/＝１となり，解

｢z/＝1」が実は（＊＊)のこのようなＣの値に対する解の表現であることがわか

る。しかしわれわれとしては「キモチがわるい」のでこのような場合の「一般

解」は

「’=Ｔｆ筈云,,='」
と２つの式で表すことにする。－このような一般解もあるわけである．

次の例ではどうか－またハナシがちがってくる．

器=何……………………………………………(****）
ｚ/＝Ｏは明らかにこの微分方程式をみたすから解である．そこでリキOであるよ

うな』/に対して（＊**＊）を解くと

ん劫=ん

：Ⅲ〃="+c>0-,=÷(叶c)'(">一c）
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となり，これが微分方程式(＊**＊)の一般解である．

しかし，こうなるとＣをどのような値にとってもこの式で解「y＝O」を表す

ことはできない．そしてこの解「z/＝O」で特徴的なことはこれが単に１つの解

曲線を表すにとどまらず，一般解で表される解曲線につねに接しているので，下

の図の太線に示すように場合によっては途中で一般解が表す１つの曲線に乗りか
えるような解が無数にあらわれてきて

「トンデモナイ（？）」ことになってしま

う．

この場合の「’＝O」のような解を実

は「特異解」というのだが高校数学で

は扱わないことになっている．したが

ってわれわれとしても今のところは

｢そのようなこともあるのか」という程

度の理解で十分であり，あまりこだわ

ると本末転倒ということにもなりかね

ないのでここでは深入りしないことに

する．

雫

臓五玉---匂

｜刈関…〃'－２〃＝ｅ廼ｚ＝Ｏのとき〃＝２
１を満たすという．

'''１’="e塗とおくとき“の満たす微分方程式を求めよ
Ｉ(2)’はｚのどんな関数で表されるか．

[j雲~詞これは｢変数分離形｣ではないが,誘導に圧泥ぞ亭五耐
ける．

(1)ｚ/＝〃e2錘．．．〃'＝〃'e2ｴ＋2"e2ｚ

これらを，与えられた微分方程式にいれると

（"'e2蓮十2"e2z)－２"e2錘＝e錘

．。．〃'ｅ２ｚ＝ｅ工 ．.．〃'＝ｅ－ｚ

(2)(1)より

“=ﾙー雲伽=-e-雪十ｃ
、．Ｚ/＝"e2亜＝(－e-鍾十Ｃ)e2壁＝－e錘十Ce2露

ここで初期条件，ｚ＝Ｏのとき３/＝２をいれると



2＝－１＋Ｃ。..．Ｃ＝３

第３章積分法とその応用２２７

リーーｅ工＋３e2エ

らしんばん
匡壱

命(')の誘導｢,="e2"とおく…｣は,どこからきたか!！
一般のハナシに拡張してまとめておこう．本問のような

Ｚ/'＋/(")Z/＝g(Ｚ）…･…………･…………･………･……･…･………(＊）

の形をした微分方程式を「１階線形微分方程式」という．

このタイプのものは次のように扱う．

（i）ｇ(z）が恒等的に０のとき－これは「変数分離形」１１

号=一巾）川｡g'’'=-/〕f(z)ぬ=-F(麺)+Ｑ
（ただしＦ'(工)＝/(z)）

．.．〃＝Ｃｅ-F(z）（Ｃは任意定数）

（ii）ｇは)が一般の関数のとき－上の解のＣを未知関数〃にとりかえたも

のを､／とおく． Ｆ－Ｊ

ｚ/＝"e-F(z）．.．』/'＝〃'e-F(霧)－”(z)e-F(ｚ）

ず(jr)リ

これを(＊)にいれると，ザ(工)ソがうまく消えて

〃'e-F(錘)＝9(〃）．．．〃'＝g(z)eF(Ｚ）

となるから，この〃'を積分して〃，そしてｙが求められる．

したがって本問の「誘導のタネあかし」をすればz/＝〃e2麺のＧ２エは，微分方

程式ｚ/'－２３/＝Ｏを解いて得られたものであることがわかる．

翁本問は(*)の/(麺)が-2という定数で与えられていることに注目!！
このようなときは実はウマイ方法がある．

一般に(＊)の'(Jr）の部分が定数ゐで与えられている微分方程式

Ｕ'＋即＝g(jr）……･……………･…………･……………………(**）
を解くには（e極り)′を計算してみるとよい．

（e"､/)'＝たe趣"＋e極y′

＝e趣("'＋ﾙz/)＝e"9(z）

み‘睦幽=ﾙ鱈沖)ぬﾊﾂ=e一睡ﾙ唾9(伽
となって（＊＊）をみたすz/を比較的簡単に求めることができる．本問はこれを

ルー－２としてやればよい．このように誘導がつけられるときもある．

なお，変数分離形の微分方程式３/'＝〃（z/'一〃＝O）もこのタイプの微分方
程式の１つであるから，この方法を適用すれば「変数分離」というどこか気分の
スッキリしない方法を避けて通ることができる－上のやり方にしたがえば，

９(露)＝Ｏとおくとただちに解z/＝Ｃｅ趣が得られる．
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（３）微分方程式の応用

鵬Ｚ４
点（1,2）を通る曲線がある．この曲線上の任意の点Ｐから勿軸に

おろした垂線の足をＱ，Ｐでの法線が〃軸と交わる点をＲとすれば，

ＲはつねにＱの右側にあってＱＲ＝ａ（一定）であるという．この曲

線はどんな曲線か．

回

点P(川)における法線の傾きは÷である

(’
〃

９

から，この法線の方程式は

Ｙ-,=-ﾅ(x-麺）
である．．ｒ軸との交点のＸ座標はこの式で

Ｙ＝Ｏとおいて

Ｘ－Ｚ＝〃′．.．Ｘ＝勿十〃′

よって，Ｒ(Ｚ十Ｗ'’0)，Ｑ("’0）である．

このとき，ＲはつねにＱの右側にあって，

（鑓十")-壁=α’.,器=‘

＊ん"=ん血端‘
これが点（1,2）を通るから，

２＝α＋Ｃ．.．Ｃ＝２－α

ゆえに求める曲線の方程式は

告,豊=α叶2-‘＊〃圏=：
らしんばん
|ー綱繍､､撫繍W繍鰯！､､卿緬iimmm

あって，ＱＲ＝αであるから

,器=α……………………①

時’２=冊c………………②

"2＝２ａｊｒ－２α＋４

命微分方程式は本問のように用いられるときも
「Ｒはつねに……ＱＲ＝α」がポイント１１

本文中の①はこのような条件，あるいは'性質

をひとまとめにして述べたものである．そし

て②は，このような性質の曲線を具体的な形

で示したわけで，これを

’２=2α(葱十号)=2α(延十C）

×

噂
jｒ
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（c=号…任意定数） （頚蹴篭ご房‘）
と変形すれば，これは放物線，2＝2ａＪｒを勿

軸の方向に平行移動して得られる曲線全体（解曲線群）を表し，これに点（''2）

を通るという初期条件を与えることにより，そのうちの’つが指定されることが

わかる．

例鮭

①

〃

｢扉~詞~l①の両辺をＺで微分すると
／'(工)＝2叶1＋2/(z）……………….…….….……..………….②

これを，「変数分離形」の扱いのできる形に式変形することはできないか

－すなわち②を

｛/(")＋Ａ叶Ｂ}'＝2{/(‘r)＋Ａ叶Ｂ｝…………………………③

の形に変形したい。もしそのようなＡ，Ｂが存在するならば，

／'(")十Ａ＝2/(工)＋2Ａ勿十2Ｂ

・・・／'(")＝2/(z)＋2Ａ叶2Ｂ－Ａ．….…….…………………④

④を②とくらべて

提A－，｜＊Ａ=LB-］
実際，②は次の形に変形される．

｛/(Z)＋叶1}'＝2{/(釘)＋ｚ＋1｝

ここで，／(.〃)＋勿十l＝Ｙとおくと「変数分離形」が利用できる．

すなわち

器=2Ｙ＊Ｙ=Ce塗
．.．／(〃)＋勿十1＝Ce2鍾．・・／(Ｚ)＝Ｃｅ２ｚ－Ｚ－１

次に①でＺをｏにすると／(0)＝ｌであるから，これを初期条件として用

いると

．.．．f(錘)＝2e2エーJｒ－１１＝Ｃ－１．.。Ｃ＝２
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らしんばん

命本問①のように,未知関数の積分を含んだ方程式を｢積分方程式｣といい，
これからその関数を決定することを，「積分方程式を解く」という．本文では与

えられた積分方程式①から，微分方程式②を導いたが，②から／(0)＝，という

初期条件は求まらない．すなわち，①から②を出しただけでは，①のもつ条件の

すべてをつくしたことにはなら伽そこでﾉ(子(州=0を用いて
／(o)＝’を求めておくのである．

亀微分方程式②は前に述べた｢1階線形微分方程式｣である(p227).②は，
Ｚ/'－２〃＝２ｚ＋ｌ

であるから先に述べた

（e-2zy)'＝－２e-2鐙z/＋e-2zz/′

＝e-2z(Z/'-23/)＝e-2亜(2叶1）

を利用してｙを求めてもよいし，〃＝〃e2エとおいて求めてもよい．

また，本文で述べた方法については，「2項間漸化式」の基本形

α"+,＝２α"＋２〃＋１，α,＝１

から一般項α”を求めるときに，右辺の’次式２〃＋’を両辺にふりわけて

α"+'＋Ａ("＋')＋Ｂ＝2(α"＋Ａ"＋Ｂ）

と変形されるような定数Ａ，Ｂを求めたやり方と比較参照されたい．

命「特殊解｣が１つ求まれば,｢一般解｣はそれを用いて表される．
まず微分方程式

Ｚ/'＝２３/＋2ｚ＋１…………………………………………….…..……（＊）

の右辺’２勿十’が'次の整式であることに注目して，とりあえず「(＊）を満たす

γ次の整式ｙはないか」と考える。

もし，そのような解z/があるとすれば，それに対して(＊)の両辺はともに（γ

－１）次の整式でなくてはならない．そこでいまγ≧２としてみると（＊)の左辺

は（γ－１）次式，右辺はγ次式となり実はこのようなことはありえない．した

がって（＊）を満たす整式の解〃があるとすればそれは’次式ｙ＝虹十９の形で
なくてはならない．－そのようなものはあるか．

ｙ'＝ｐであるから，これらを（＊）に代入してみる．

ｐ＝2(加十q)＋2叶1＝(2p＋2)z＋２９＋l

これが恒等的に成立するならば

粥二:｝Ⅷ一L’一！《あった川
ゆえに，ｙ＝－ｊｒ－１は(＊)の解である．これを､/,とおくと

ｙ,'＝23/,＋2ｚ＋ｌ……………………………………………………（＊＊）

そこで，（＊）と（＊＊）で辺々の差をとると

３/'一y''＝2(3/－３/,）．.．（y-z/,)'＝2("－y,）

ここで，ｙ－ｙ,＝Ｙとおけば，これは「変数分離形」である．
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．.．Ｙ'＝２Ｙ．．．Ｙ＝z/－z/,＝Ｃｅ２ｚ

．.．〃＝〃,＋Ce2廼＝Ce2z-jr-l

となり，このような立場から「誘導」がつけられるときもある．

鯛Ｚ①

すべての実数ｚ，〃において

／(叶z/)＝/(Ｚ)．/(z/）………………･…………･･……①

が成り立ち，／(o)キ０，／'(0)＝αとする．

(1)／(0）を求めよ．

(2)すべてのＺにおいて微分可能であることを示せ．

(3)／(z）を求めよ．

｢扉~顎](1)①で,"='=0とすると
／(0)＝/(0)./(O）．．..f(O)＝１（．.・／(0)キ0）

(2)①でz/を〃とおくと，／(叶力)＝/(.r)．/("）であるから

／(叶ﾉz)－/(Ｚ)＝/(z)．/(ﾉz)－/(Ｚ)＝/(‘r){/(")－１｝

．／(叶")-/(麺)=/(Ｚ)/(")元/(0）（ず／(0)='）〃

1ｉｍ
ｈ→０
/(叶ﾉz)－/(〃)＝/(z)lim／(力)－/(0） …･…･…･……②
ルｈ→０〃

ここで，

，ｉｍ／(")－/(0)＝/'(0)＝α
〃ん→０

であるから②の極限値は存在し，したがって任意のjrで／(z）は微分でき

て

／'(工)＝”(")…･……･…｡…………….…………….….…………③

(3)③で与えられる微分方程式を解くと

／は)＝Ｃｅ“

ここで，(1)から／(o)＝１であるからｃ＝１である．

．・・ず(麺)＝e“

らしんばん

命このように未知の関数が満たすべき条件式が与えられたとき,それを｢関数
方程式」といい，与えられた関数方程式を満たす関数を求めることを「関数方程

式を解く」という－微分方程式，積分方程式なども関数方程式の一種である．

本問についていえば，①をみて指数関数らしいことはわかる．しかし，このよ
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うな‘性質をもつものは他にないか－それ以外にはありえないことを順次明らか

にしていくのである．

命与えられた関数方程式の｢微分可能性｣を確かめないで
／(叶z/)＝/(")．/(y）

をｚについて微分してはならない．本問については実際には微分可能だから

／'(叶z/)＝/'(工)/(y）

この式でｚ＝Ｏとおくと

（,)=八Ｍ,)=州＊器=α
これは「変数分離形」で／(z/)＝ｃｅａｇなどとやりたいところだが，そうはい

かない．それはまだ'(釘）という関数が微分可能かどうかハッキリしない

（/'(釘)が存在するかどうかわからない）からである－「微分可能でない」

／(z）が他にあって①を満たすかもしれない１１

－発展問題２０（p,283）と比較してみよ．

、Ｉ′
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第３節

問題解法の研究
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刀

，′説型点Ａの座標を(α’6)とおくと

爪,=(等_α)'+(sin等-6)‘
:．，imz堂7Ｗ
〃→。。〃ん＝１

=煙婁芳{（等-α)2+(sin等-6)2｝
。………･……．①①

｢癒{(勿一α)2＋(Ｓｍ－６)2}伽
０

ｙ

=ルー加十α2+sin興遊_26s叩十ケ}ぬ

=[誉-α麺’十(α'+伽十２６c･s更]:+Jrl-c;s2z伽
汀３

=了~"珍十(α2ルー26-2‘+苦[璽一会sin2露]：
汀３

=了-菰'α+(α2+62)茄-46+吾

=,r(α一芸舟(６－号)，+釜十号一美
ゆえに



、

Ａ(諾)のとき最小値:苦十晋一妾
らしんばん

粉
と

制
肋
弼
悔
叶

い
御
州
恥
倫

淵
押
搾
畢
倫

叫
峨
小
》
耐
‐
一
一
一
拙

文
〃
一
壁
壷
捌
の

翁

これを正直にやろうとすると，

〃１ １
α"＝ヨー．
虎='〃２＋２冷一，

2３４

これはα”に

涼二百+而差可十……十万十画万
を加えて「１つとび」の「すき間」を埋めておき，あとで埋めた部分を引いて

｢帳尻」をあわせたわけでこうずると（＊)は

α"=差-L､－Ｌ－ＬｉｉＬ.-Ｌ
剛"'+去胴"'+と〃

（区間[1,2]を２〃等分）（区間[1,2]を〃等分）

と変形されるから

煙αイ圭血一芸烏血

Ｚ

〃 １

=員2"+(2ﾙー1）

〃

と変形できるから,〃=差のグﾗﾌを利用
して，区間［2,4］を〃等分したいところだ

が，右図でもわかるように２ルー１にルー１，

２，３･･･…〃を代入していくと「１つとび」の

状況がおこってうまくない。そこで次のよう

に式変形を「くふう」する．

〃１

‘"=勇2"ﾆﾙー員2"+2偽 ……･………･………………………．（＊）
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＝告鳥血=妾[log麺]:=ｌｏｇ河
となる．

また，α"が「積の形」で与えられるものなどは，対数をとって「和の形」に

変形するとうまく解決されることが多い．たとえば

α冗二＝(;/('+夫)('+芸)……('+吾） ……･…･…………･………（＊＊）
などでｌｉｍα〃を求めるには（＊＊)の両辺の対数をとって

logα"=麦{ｌｏｇ('+会)+log('+暑)+……+log('+芸)｝

＝婁去log(1+男)一伽(Ｍ血=21.92-1=log会

…→告("→｡｡）
のようにする．

駅”を魁fえＺｒい鰯2爽の:騒数悪瀦：

戯ｒｇ

回''１[半]=Ⅷ数）
となるJどの範囲は

偽≦半く偽+’
．.、２A３－１≦６℃＜２冷十１

であるから，グラフはこの範囲で

ｚ/＝/(工)＝kr-2ﾉﾔ｜

‐'三域幽蔚’
（グラフ(i)）

このルに0,±1,±2,±３，……を

y＝－(ｚ－２だ）グラフ（ｉ）

工

ｙ＝ｚ－２虎

ｙ

／|、
Jｒ
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与えるとグラフ(ii)が得られる－/("）は，「周期2」の「周期関数」である．

(式で表せば／(z＋2ﾉｾ)＝/("））

Ｉ２ｌＪｒ"ｅ-坪(")ぬ=蹴鵜2州")｡］,…………………………①

（=ﾉr+Ｊ(‘+………+に）
ここで錘＝ｓ＋2Ａ２とおくと

α&r＝qis

であるから，

ノ匡典樫e-坪(錘)ぬ=ﾉr，．A”ｅ~2γ(錘)qKr=ルー2…)/(s+2ﾙ)qｉｓ

＝ｅ-坐ﾉr〆γ(s)‘１，（Ｍ(s+2偽)=/(s)）…………②
この／(s）は

／(s)-|;_,|墨|(グﾗﾌ伽で区間側を見る川
：Jre-呼(s)ぬ=ﾉ(ｌｅ－Ｍ+ﾉ(‘洲２－s)ぬ

＝ルー'･ルrse-蕊州ﾉ(‘ｅ－２Ｗ=Iとおく’
ここで，「部分積分法」を用いて第１項，第２項の不定積分を求めておく

と

ルー'･ぬ→(一昔e-2｡)-バー昔e-‘｡)ぬ

＝_告sg-2｡_÷e-'｡+c=-告(s+苦)９－２．+ｃ
であるから

Ｉ=[-告(，+告)e-塗];-[一昔(，+告)・-率r+2[-舌e一変ｒ

＝-号e-2+丑十士e-‘=Ｌｆ亘聖
これを②にいれると

ノ匡紳勘e-野(砥肋=生；二つ且e-“
さらにこれを①にいれると

ノr卿州錘)ぬ=菖但L二矛二坐．-“
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＝(１－e~2)2旨(9-‘)偽=(１－矛－２)皇'課"(等比級数）４虎=o

ここで，０＜e-4＜lゆえ〃→○○のとき（e-4)"→０である．

，ⅢＪ("州")ぬ=(１－芸2)’,圭一‘
－(１－e-2)２１ｅ2－１
４（l-e-2)(1＋e-2)－4(e2＋1）

らしんばん
｢而示~覇詞云弄『汽下ﾏ〒帝君帝一寺

奇(2)の積分計算の｢ｳﾏﾐ｣は,被積分関数を構成している/(錘)が｢周期関
数（周期２)」であることにある．

まず，「周期関数の積分」の基本的な扱い方から説明する．

周期がｐである周期関数は，すべての実数工に対し

、f(錘十p)＝.f(釘）（／(叶勅)＝/(z)，ただし方は整数）

（正で最小の周期を基本周期という）

が成り立つ。このとき，'(Jr）の「周期の整数倍一〃周期一にわたる積分」

は次のように「(1周期分の積分)×〃」に帰着させることができる．すなわち，

ノ(…'/(錘)ぬ=菖側"/(錘)ぬ……………………………(*）
〃－１

の「右辺のＺからあとの積分」が
ん＝０

ノ(i二…ず(錘)ぬ=Ｊ(ず(錘)血…………………………………㈱
となることは，３/＝/(z）のグラフを描いてみれば－下図はＺ/＝sinZのｸ゙ ラ

フ（周期２７r）－ほとんど明らかであり，このことから

ノ(""畑山="ﾉr:f(墾)伽
であることがわかる．

トｌ周期分一ヨリ Ｆ１周期分一計

．、之〃 ﾂ信雲差銭 ’

しかし，このハナシをマジメ（？）に「計算で」やるならば本問(2)にならって

(＊＊）の左辺でＺ＝s＋肋とおくと

９＋虎カー→β

Qhl＝aIs
９ ９＋力

である．これをβの関数とみてｇ(8)とおくと
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，(')=ﾉＷ'/(z肋
＝ﾉ！…/(s+伽=ﾉr，/(s)d，

これをβで微分すると

，'(9)=況峠'/(,)‘,ｋ
＝/(8＋p)･(８＋p)′一/(8)．(8)'＝/(8＋p)－/(8)＝Ｏ

ワスレルナ ワスレルナ

すなわちｇ(β）は８に関して一定である．

叩(8)=,(0)=ﾉ('/(s)｡,=ﾉ('巾)ぬ
さて，前ページに述べた(＊)，（＊＊)がどのように用いられるか－これは実

例で説明する．たとえば

ノーJrlsi…+cos"亜ldr=何ﾉrlsm("諺十子)|州角関数の合成）

そこで柵子='とおくと
〃ぬ＝q〃．・・ぬ＝-Ｌ伽

〃

リー黙"'Sm‘Ｍ蝿ご露鰯期関数）
=等誠二…'si州にれは側のﾊﾅｼ!!)
＝等×"ﾉｒｌ畠ｍＭ=〃r富､棚=胴ぼ掌ご*)）

－これはlsin（のグラフを書いてみれば，ほとんど直観的に了解されること

がらである．

あらためて本間の積分をながめてみる－「被積分関数」が「周期関数

ず(jr)」と「そうでない関数e-2ｴ」との積で構成されていることに注目したい

－上に述べたような「周期関数のみ」の場合とちがって単純に「ｌ周期分の”

倍」というわけにはいかない!！そこで本間は「置換積分法」の「威力」を利用

して最初からキッチリと積分計算をしたわけである．（もちろん途中で／(z）の

周期性が利用される.）

翁本問の積分を｢周期性｣をｱﾃにしないでやる
には

／(画)=に戦皇繍望釧十2）
であることから，ｊｒ＝肋十１で積分区間を分割して

2冷２冷十１２冷十２

ﾉ匡典糟e~野(麺)ぬ=産痢.!e~麺(麺-2偽)ぬ十隙｡~塗(-鍾十2陶十2)ぬ

＋２

工
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づ

を計算すればよい．

奄本問は/(錘)に｢ガｳｽ記号｣などを用いているのでわかりにくいが

「煙Ｊ("e一重'siM血の値を求めよ」
という問題と同じに見えてくれないと困る．（ず(jr)＝lsinjrlで周期が元）

したがって「扱い方」をこの問題でまとめておくのもよい．

ノ("礎9-曇lsin"|血=則業u願e-厘lsml血
であるからＺ＝オ＋航とおくと

血＝〃
］

〃嘘．-重lsin地=ﾉrg州sin(航十州

＝．-"Jre-Wd‘
（正）

＝e-"ﾉrハinM‘

＝e言緬[一手(sin叶cCs麺)]:(pl69で説明した）

＝9-"÷(脚')(等比数列で公比．-歴は0<ご藤くり

煙Ｊ("e-選'sin地=等L岩戸=面譜丁
となり，これはよくあるハナシである．

ついでに曲線

Ｚ/＝e-工ｓｉｎＺ(jr≧0）

のグラフについて説明しておこう．
ｙ

この関数の「増減と極値」については

すでにｐ,９８鵬④で調べたが，これは

２つのグラフＺ/＝ｅ~",Z/＝一ｅ一通の間に

はさまれてｚの増加とともに振動が小さ

くなっていくので「減衰曲線」と呼ばれ

たりする（図はＺ方向にかなり縮めた)．

またＺ/＝e-zlsin工|のグラフはこのグラ

フのｚ軸より下の部分をｚ軸について折

りかえしたものである．

エ
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醗鍾猫 懲撫鋤：霧 醗溌溌洋:議綴諏翻

．'説回(,,ﾉ(鰻{cos("+')+何sin(麺十‘Ｍ=,(麹)とおいて｢変数
ｔについてマジメに積分」すれば，

，《昨[Sm(‘+‘)-何"s(叶‘)]:蝉鯛数璽は）
＝{ｓｉｎ２Ｚ－,/~汀cCs助}－{sin(叶α)－，/~訂COS(叶α)}①

＝2sin(2璽-号)-2sin(叶｡-号)………………②

－４cos(雲ﾁ２－号)sin￥……………………③
ゆえに

/(α)＝ｌｉｍ
Ｚ→α

４ｃＣｓ

血上＝,iｍ－
Ｚ－ａＺ→α

Ｚ－ａ

(等旦 吾)s加 ２

"言α×２

{蝿2cos（竿-号ﾙ|蝿筆’(lim８→０si号8=,）
＝2cos(2｡-号)×1=2Sin(2α+号）

(2)Ｏ≦α≦汀，．｡．O≦2α≦27ｒ

典音≦2α+音≦2"+音′

この範囲で,2s､(2α+号)の最大値,最小
値と，それらを与えるαの値を調べればよい．

最大値:2このとき･in(2α+音)=，
酉抄



糸２α+苦=吾鼻α=号

最小値－２このとき･in(2α+号)=－１

Ⅶα+音=号”＊α=号”
らしんばん

均，(錘)=ﾉ|:雪{cos(叶’)+何sin(錘十,)}伽…………………………(*）
を求める積分計算では「Jrを定数とみてｆで積分」した．/とＺとをゴチャマゼ

にしないこと！！

また，①→②は３角関数の「合成公式｣，②→③は「差→積の公式」を用いた

が，最初に「合成公式」を用いて

。｡s(叶#)+何sin(叶ｫ)=2sin(叶,+言）
と変形しておいてから積分すればいくらかスッキリする．

命次のような考え方はどうか－｢，(α)=0｣に注目!！

ノ(α)=卿，(三三:(｡)=ダ(‘)(’(‘)=0）
これはｇ("）の「jr＝αにおける微分係数」の定義に他ならない．

そこで先にｇ'(z）を求めておいて〃＝αとおく．（よく用いられる!!）

まずｇ'(工）を求めるには（＊）の被積分関数（これを〃(.r）とおく）をよく

にらんで「積分変数ｆに関係のない変数jrをインテグラルの外に追い出す」こ

とを考えるのだが，これに加法定理を用いると

ノXr)＝(cosZcosノーsinzsin/)＋､/~了(sｉｎ､rcos/＋cosZsin/）

＝(cCs叶､/~汀sinjr)cCs／＋(､/~すcosjr-smr)sｉｎ／

＝2sin(叶音)cosl+2c●s(叶音)Sm‘(｢合成公式｣）
であるから変数工は次のように分離される．

，い=2s､(叶苦)ﾉ(毛｡s棚十2cos(叶音肌鍾sinＭ

ここでﾉ(毛｡s机ﾉ(:曇Sm棚を実際に計算してもよいが,｢基本公式」

蒜伽)伽=畑(pⅢ｢定積分の基本公式(6)｣)……(**）
を用いると

，'(露)=2cCs(叶訓毛osMf+2sin(叶音)cCs”

－２sin(麺十馴雲sini州cos(塑十青)sin”……(***）

△
。

翁

第３章積分法とその応用２４１



2４２

となり，ｊｒ＝αとおくと第１項と第３項が消えて

α(α)=2sin(α+音)cosa+2cos(α+音)siM

＝2sin(2α+号)(=/(α)）
となる．また〃をインテグラルの外に追い出すだけなら「置換積分法」を利用

することもできる．（p､１６０を参照!!）（＊）でお＋/＝〃とおくと

〃＝伽

叩(麺)=ﾉ|:童{…+何sin鰯)血
．.．ｇ'(z)＝{cCs(2z)＋何sin(肋)}･(2釘)′

ワスレルナ１１

－{cCs(叶α)＋､/~百sｉｎ(叶α)}･(jr＋α)′

ワスレルナ!！

＝2{cos2叶何sin2z}－{cCs(叶α)＋､/~訂sin(z＋α)｝

．.．ｇ'(α)＝2{cos2α＋､/~汀sin2α}－{cos2α＋､/~可sin2α｝

＝cos2a+何sin2｡=2s､(2α+音）
となり上の結果と一致する．しかし基本公式(＊＊）をうまく用いたつもりで，

ｇ'(工)＝cCs(叶勿)＋､/~汀sin(叶勿)＝cos2叶､/~可sin2Z……(****）

叩'(α)=cos2叶何sin2a=2sin(2α+苦）

づ

などとやってはいけない．－ナルホド結果は一致するが，それは（＊*＊）で

麺=αとおくと,ﾉ(:ocos‘｡＃=0,ﾉ(;・Sm棚=0から,その第１項と第３項が
消えてしまうからであって，（＊**＊)のｇ'(z）がマチガイであることは(＊**）

の積分と比較してみれば簡単に確かめることができる．

命｢積分に関する平均値の定理」（pl88)を使うことはできないか．
すなわち

ノ(;ず(')｡'=(b-α)ず(c)(cはαと6との間）
となるｃが存在する．

そこでｇは）でとりあえずＺを固定すると

ノ(;霞{cos(叶‘)+何sin(迩十,Ｍ（=,(麺)）
＝(勿一α){cCs(z＋c)＋何sin(叶c)｝（ｃはαとＺとの間）

であるから，その上でＺ→αとするとｃ→αである．（｢はさみうち｣）

．.．／(α)＝,im-gL22L＝,ｉｍ{COS("＋c)＋何sin(勿十c)｝
工-･ａＺ－ａｚ→α
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＝c･s2"+何sin2α=2sin(２．+苦）
－これでよい．

〃

，′説回I'ｗ)=美慰-…
〃

/'("）

/(z）

０

０

●●●

ａ
●●●

汀

４

＋ ０

刀 、 ０

とおくと

１

／"(")÷cos2”

ゆえに/'(麺)は0<堕く子でゆえに（砥)はo<麺く茜で
単調減少（cosZがこの区間で正で単調減少)，かつ連続であり，この間に

/'は)＝ｏとなる〃＝αがただ１つ存在するから／(Ｚ）の増減は表のように

なる．

*／(感)>０（0<璽く子）

'１<t…<美"(0<透く牙)…………………………①
(2)①を用いると

０<tan緬迩く(劣麺)“，’<ﾉ(器伽"川くﾉ(器(券鍾)蝿血

鵬"ルー(洲:鍾物=削諾];=子向



Ｚ

祭幽α-)一半=蝋(芦些,＝
ｚ_迦zrI-勉('一)＋……－，叫zz'－１

．Kﾍ了(ｉｕＱ９半二1Ｌ了⑦酸

ユに１出畢「準辱⑦唯の畷搬酎弼」WLl1。

…………+¥-号十÷-号+号-1=芸
‘昇ｑｒＪ９<-#‐

ｉ剛勇騨柵酌蝋9｢塑聴湖や
・Ｑ－#-凋吾聖畢マコゼ紫g‐「'Ｆごｕ」

‘…仙璽ug'=地妾>堕>Ｏ－

ｉＭｗ川偲ﾑ会期(1)や
‘禰寧禰雷’

妾=叩ルヅー旦市空卿(1-)軍制¥
（川写し彰詳I｣）Ｏ←z+迦ＺＩ刺募マ⑦○○←〃‘g‐

（8+"z)'=([+z芸雌z)『>計磁可>０ 』Ｚ

マゼ.?‘電幌琢二ＩＺ＋〃Ｚ畢況⑦②‘g-つつ

ｚ+幽ﾜ哩(１－)＋qI＝

(狸ワ＋z+塑回I)幽(１－)＋………･…….．

……………一(Ｙ＋91)＋(可＋Ｙ)－(q'十ZI)＝

（獣ﾜ+雇岬)聯(1-)軍=竿舗(1-)章
ご岬⑪

可十群欝可=竿
マ〉罫マヴZ＝〃９－⑨け）

⑧…………(竿=叩)ギール時蝋u田半]＝

叩竿三…舟γ=叩(I+鍾遍､)リヅ=

ぶり,r鯉uヅ+伽群惣uヅー抑帯Ⅷ,
②……………………………………………1'芋Q正>職I>Ｉ，

ヤヤＺ
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左辺を積分すると

ノ('{'一通'+通4-……+(－１)蝿訓璽…}ぬ

＝[鰯-筈十等一手十…+(－１)蝿－１諾]；

＝１－告+÷-÷+…(－１Ｗ病……………………………(*）
最右辺を積分すると

ノ(‘烏-(－１)"Ｊ(‘鳥〃……………………………(**）

≧こで(**)の第２項では0≦烏≦ｚ"が成り立つから

０≦ﾉ(!鵠血≦ﾉ(‘亜"ぬ=[赤鰯"判];=誌丁

で,"→｡｡とすれば病－０山たがってＪ(1鳥"－０となみ
ゆえに”→ＣＯのときは(＊）と（＊＊）（p,173鵬①(1)参照!!)から

，-告十÷-÷+……+(－１)"訓病十……=ﾉ('鵠=牙
よく似たハナシをもう１つしておこう．

，一通十通‘-通‘+……+(－１Ｗ､-'='二i号)蝿-,主”(観′
両辺を積分すると

ノ(!{'一通十"2-通副十……+(－１)卿-'通風-Ｍ，

＝ﾉ('烏-(-')卿Ｊ(!鴎血…(***）
右辺の第２項は

０≦Ｊ(!倦血≦か血={剤;=☆

であるから"→｡｡とすれば古一0,したがってＪ('請い→0となる
ゆえに（＊*＊）で〃→ＣＯとすると上と同様にして

１－舌十き-圭十…………=ﾉr器=[log('+露)];=ｌｏｇ２
（log(l＋ｚ）の展開（pl20）でｚ＝lとしてみよ｡）

発展J問題5両目面J積Jの最小



ゆえに面積の和をＳとすると

Ｓ=ﾉ(;…(偽_c､s")ぬ十隙‘(cos砥_肋十噸(偽_cos")ぬ
…･…．．②

＝2ﾉ(:"．(俺_cos加十隙｡(cosz-肋(周期性からS,=S園）

‐４[〃-豊､麹}:+2[菖伽-航]妻_｡(溌皇蝋!）
＝4{航一(たα一sinα)}＋2[－２版一{sin(27r－α)－ん(2汀一α)}］

＝2ﾉﾔ(27r－３α)＋６sｉｎα……･…･……………･･…………｡．……③

ここにαは①を満たすからルーcosa（O＜α＜汀）で，これを③に代入す

ると

Ｓ＝2(27r－３α)cosa＋６sｉｎα

ゆえに，これをαで微分してＳの増減を調べると

Ｓ'＝2{－３cosa-(27r－３α)sｉｎα}＋６cosa

２４６

｢扉~言I］交点の麺座標は方程式
ｃｏｓｚ＝ﾉ１３．……･…･……………･…………･･……………･･…･…①

の解として与えられ，そのうちの最小のものをαとするとＯ＜α＜汀であり

他の解はαを用いて小さい順に２万一α，２７r＋α’４汀一αと表される．

ｙ

。

、〈

Ⅱ

＝2(3α-27r)sｉｎα

これよりＳの増減表は右のように

なり，Ｓを最小にするαの値は

２７ｒｌ

α=￥ｗ＃=cos丁=-面 Ⅱ
らしんばん

令「交点の"座標｣が直接求められないとき,｢とりあえずαとおいてあとで
αを消去する」方法についてはすでに説明した－p､１９４

ａ (O） ●●●

肋
－
３

●●● (汀）

Ｓ
ダ

０ ＋

Ｓ 、‘

極小
かつ

最小

ノリ



本問では③の変数をαか，あるいはルに統一するのだが，αをA3では表せな

いので方をαで表して「αについて微分」したわけである．ゐとαとがともな

って変化していることに注意１１

命少し見方をかえてみよう．
Ｓを最小にするん（あるいはα）の値を求めるだけなら次のようにやることが

できる．

面積Ｓ１，Ｓ２，Ｓ３は基本的には冷の関数であるから，それぞれをＳ１(た)，Ｓ２(た)，

Ｓ３(た)，それらの和をＳ(た）と表すことにすると

Ｓ(た)＝Ｓｌ(ﾉｳ)＋S2(ん)＋S3(た）

で，これを冷で微分すると

Ｓ'(た)＝Ｓｌ'(た)＋Ｓ２'(ﾉｷ)＋S3'(ﾉﾔ）…..…………………………….…(＊）

ところで

｜;繊維雛=;紺
である．このことをふまえて，「面積と定積分に関する諸定理（２）（p,185)」

を利用すると
たがふえると，Ｓ,(た)はふえる

Ｓ,,(た)＝,ｉｍＳ１(糾雌)－Ｓ'(ﾉｬ）ん＋4方_‐
』ん→０ Ｊ片

＝ＡＢ
ル

同様にして

Ｓ２'(た)＝－ＢＣ（..．Ｓ2'(た)＜O）-1-翌

Ｓ３'(た)＝ＣＤ

W#乏灘ﾙｆ
Ｓ３'(た)＝ＣＤ｜苑＝27ｒ－ａＩ

となるから，これらを（＊）にいれると，

Ｓ'(ん)＝ＡＢ－ＢＣ＋ＣＤ

＝{(27r一α)－α}－{(2汀十α)－(27r一α)}＋{(4万一α)－(2汀十α)｝

＝４万－６ａ

Ｓ'(た)＝Ｏのとき

２７ｒ

α＝~す

２汀１

．．．ルーcos-丁＝一百
となり，グラフからﾉｳの増加

とともにαが減少することを

第３章積分法とその応用２４７

考えると右の増減表が得られる．すなわち，Ｓ(た）を最小にするﾉﾔの値は

た=一芸(α=誓）
である－S(た）の最小値を求めるにはこのαの値に対して本文②の積分計算を

実行することになる．

ﾉヤ (－１） ●●●●●●

１

２
●●●●●● (1)

ａ (汀） ●●●●●●

肋
－
３

●●●●●● (0）

S'(た） ０ 十

S(ん） 、 ノリ



2４８

回りは，

｜;茎禁羊蔚二二二ま
で表される．平面

〃－，/~汀z/＋z＝１・・…･………③

上の点で，Ｚ＝０，〃＝１とすると

ｚ＝1＋,/~汀＞０

また〃平面との交線は③でｚ＝０と

〃－，/~汀z/＝l

これと①との交点を求めると

ｚｌ－ｃｏｓ８＋､/~すsｉｎ８

A(1川B(-告,一手,0）
が得られる。

以上のことからこの図形を図示すれば右図

のようになる。－ただしく図２＞はＺ軸の

正方向から見た図である．

このとき図のように乙ＡＯＰ＝８m。とおくｚ

とＰの座標は

霧霧
＜図２＞

Ｐ(ｃｏｓ８,sin8,0）

で表される。この時条件①は不要となり，②は

０≦急≦,_ｃｏｓ８+何sin8(=PQ,0≦'≦等）
よって，求めるＤの面積ＳはＡＢ（長さをＬとする）に沿っての変数

ノーＡＰの積分から変数βの積分に変換され

ｓ=ﾉr剛=ﾉ(等両ｄ’

＝Ｊ(等(,_cos'+凧in‘)ル……………………………④

ｙ

ｙ



['-s､‘-凧｡愚']

＝等十乎十等十河=等十畑

らしんばん
W緬撫I､緬爾､緬稲繍撫綱WWW撫W認､､､職緬緬燕燕禰M、

第３章積分法とその応用２４９

命④に注目してもらいたい.これは而が鍾軸の正方向となす角が8のとき，
高さがｌ－ｃｏｓ８＋､/~訂ｓｉｎ８であるから

ノ(学(,_cos,+何sinM
という単純なハナシではない－この場合はノーＡＰ＝γβ＝８（γ＝l）で〃＝

伽だからこうなるのだが，たとえば，底面の円の半径が２であるときはそうは

いかない．

たしかにＰの座標は（2ｃｏｓ８,２sｉｎ8,0）で高さＰＱは

ＰＱ＝ｌ－２ｃｏｓ８＋２１/~可ｓｉｎ８

だがこれをそのままβで積分して

Ｊ(券(1-2cCs'+2,/可sinM
とやるわけにはいかない．

この場合Ｊ(L両‘"の'は'=2'で,したがって伽=2伽になり,求める
面積をＳとすると

Ｓ=ﾉ(等(l-2cosl+2何sinl)M’
としなければならない．あくまでも「Ｊの関数で与えられる高さ」を底面の円周

に沿ってＡからＢまで「Ｉで積分する」という考え方が基本である．

命さらに8に対する側面の高さについて調
乙

べてみると

ｌ－ｃｏｓ８＋､/~可ｓｉｎ８

＝'+2(sin3学-cos8÷）

＝1+2sin('一言)(｢３角関数の合成｣）
のように変形される．

このように円筒を平面で切った時の側面を

のばすとキレイなサインカーブの型紙を作る

ことができる．

。

Ｄの展開図

８
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蝿醗総 溌灘溌鞘

Ｅ"1.-..．山響．Ⅲ臣

四〃･･･'.･･･.．:鈍貞蝉樺::!::』②

謝畿れる図形の厩穣

回(')”2-'2=Ⅲ’２→2~’
これに錘=生デーとを代入すれば

，‘=(型デｭ)２－１=(生デﾆと)Ａ
ここでｅ,－e_‘＝e-t(e2t-1)≧0（/≧0）

ｅｔ－ｅ－ｔ

伽

＃
’
２

ｔ
Ｏ
｜
｜

停
砕
報
い

１
－
２
抄
滞
搬

２
》
２
》
》
》

１
ｌ
２
１
ｌ
８
１
ｌ
８
１
－
８

'=士e‘ヂ
と，条件のｚ/＞Ｏとあわせて

250

ｚ/＝~了

(2)問題の図形は，右図の△ＯＰＱから〃の

部分をひいたものだから求める面積Ｓは

ｓ=芸卿一ﾉ(壁,伽………………①

ここで麺=型デﾕ,,=生デユであるから

基や茎
(坐チｭ=g~‘(e2‘－１）２

Ｚ
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ｙ

延刀
Ｚ

らしんばん

命双曲線

等一芸='(α>‘>0)…(*）
は，３角関数を用いて

Ｊｒ＝αｓｅｃ８，Ｚノーｂｔａｎ８

のようにパラメーター表示された．

このβは右図に示すような角であ

る．（△ＯＡＱによりＺ＝ＯＱ，

△ＯＢＡによりｙ＝ＢＡを考えよ.）

この「おきかえ」は

ｓｅｃ２８－ｔａｎ２８＝１

であることを利用している．

次の計算をみてもらいたい．

（型チﾆと)‘-(生デニと)‘=坐（聖チﾆと)ｚ-(生デニと)2=e"+芋e~塾‘‘鋤-2+e~“＝１４

すなわちsec8,tan‘のかわりに2つの関数型デーと,等ﾕを用いて
双曲線(＊）を

ｅｔ＋ｅ-６ｅｔ－ｅ－ｔ

"＝ａ－ｒ，ｇノーｂ－ｒ･………………･………･…………(**）
のようにパラメーター表示することができる．このように表すと微分，積分の計

算が簡単にいくこともあって，かえって都合のよいことも多い．

ただし､(**)でα型デﾕ>0だから,(**)は双曲線の｢鍾>0(右半分)」
の部分だけしか表すことができない．左側は

ハｔ，ハーピハォハーォ リ

．ー･ーー，、‐．′～、~２＝、′・､~”

の部分だけしか表すことができない．

ｅｔ＋ｅ－ｔｅｔ－－ｅ－ｔ

ｊｒ＝－α－「，〃＝６－ｒ
で表すことになる．

翁本間(2)の①で,を
ｙ＝､/万百二Ｉ

と表すとこの右辺の第２項目の積分は

ｓ,=ﾉ(曇､/Ｆ１”
であることがわかる．

一般に

応石冒血僚差ﾗ(・
のタイプの積分を計算するには

鐘

(α＞O）
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と置くとウマクいくときが多い．

しかし－－「部分積分法」を用いればこの積分は上のようなパラメーター表

を用いないでもやれることはやれるが少しメンドウなので，次のような「誘導

をつけて出題されることが多い．（以下複号同順とする.）
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第３章積分法とその応用２５３

｢i雰一読】(''まず面=雨=１，ｍ=①=l’=‘である．
次にAQが"軸の正方向となす角は晋一#であるから

酢噸1噸） (単位ベクトル）

一

ゆえにQP方向の単位ベクトル‘は,これを吾だけ回転すればよいから，
－＞

ﾆーぱ調(塞川(鯛'）
．.．ＯＰ＝ＯＡ＋ＡＱ＋ＱＰ＝ＯＡ＋ＡＱ＋ＱＰｅ

＝'１)+剛十ｲー親)-|霊:工鴛:+,）
(2)Ｐ(‘Ｍ）とすると

｜;三謡工鯛十r､等=僅･愚’-c･豊'+’富､’='sm‘
s=ﾉ(慮仙=Ｊｒ,等｡〃

＝Ｊｒ(,+ｃｏｓｉ+tsin州nMｻ

ﾉーr(,sin,+‘sin,cos,+'2si。(/Sim＋/Sｉｎ/COS/＋j2Sin2/)伽

＝Ｊｒ{ｵsinｵ+告tsin2州璽音(1-cos2‘)}｡〃

＝Ｊ(蝿tsin棚十排sinM+閉:－部,cosＭ
ここで

ノr’sinM=[_'cost}:+ﾉrbos‘｡"=燕十[sint]:=”

いsinM=[一芸’cos2t}:+排｡ｓＭ

＝一芸十冊sin2,]:=一芸

ノr‘'ｃｏｓＭ=[告‘，sin2‘]:_姫sinM



２５４

＝-ﾉr‘sinM=吾
これらを代入すると

ｓ=燕十÷(-号)+ぞ-器=吾十等
らしんばん

命本問の図で説明しよう．
ｒ，：Ｉ~，'の「縮閉線（エボリュート)」－実はI~wの「曲率中心（p､147

参照!!)」の軌跡

Ｉ~，'：ノー，の「伸開線（インボリュート)」

という．そして，本問の図でいえば直線ＰＱは，

｜;雛ｆ鰯
になっている．本問では，Ｉ~，が「円」であるが，これは一般の曲線についても

いえることである．

司本問(1)の扉の成分をパﾗﾒー ﾀー#で表すﾊﾅｼは,与えられた曲線Fが
「半径１の円」であることからかなりウマクいったが，図のような曲線ｊ~，：

、/＝/(z）の場合はどうすればよいか．

右のＱｏ(ん,／(あ))を始点として,曲線j~，のＱｏ

より右の部分に糸が巻きつけてあるものとす

る.この糸を,ゆるむことなく点Ｑ(ｆ,ザ(t)）

までほぐす時，糸の先端の点Ｐの位置ベク

トルＯＰの成分を/で表すことを考える．

基本的には

ｏＰ＝ＣＱ＋ＱＰ…．．……･…(＊）

を計算すればよいのだが，第２項のＱＰを求

めるのが少しメンドウである．しかしＱＰの

特徴を

グ圏
／

jｒ

牒高鯛i要‘|ﾃ蝋皇硫i溌淵の逆向き
とおさえてしまえば，ともかく求めることができる．

すなわち，（i)については

‘=ﾉ(W'千両ｗ”
を計算することで求まる．（ii)については病＝(1,/'(/)）方向の単位ベクトルが

ご-T券｢-両赤い）
で，この逆向きを考えればよいから可ラーーノさである．したがってｏＰを求め



第３章積分法とその応用２５５

るにはこれらを（＊）に代入して

扉一面-1ざ一帖)一読而仇)）
を計算すればよいことがわかる．

このタイプの問題についてこれ以上深入りはしないが，「曲線のパラメーター

表示」を求める場合，ベクトルの考え方がいろいろな形で利用されることは知っ

ておくとよい．

発展面間J題J9HT非回転体の体積

Iま②をみたすから回⑪(矛汚,0)は②を′

α=牙十方
である．以下ｚ－ｙ平面で考える．

｛:幸ﾂー:削鴛二ｇ
ｏｏの交点が(矛方)である

から,0≦麺≦子のときと牙≦麺≦α

(=子十方く脈)のときとではﾊナ
シがちがう－場合を分けて考えなけ

Ｚ

心
９



２５６

ればならない．

(i)０≦麺≦そのとき：
断面の図形を〃軸の正方向から見ると

く図３＞のようになる．

勿十､/＋ｚ＝α

で，とりあえずｚを固定してり＝０とお

くと

Ｚ＝α－Ｚ

同様に,ｚを固定してｙ＝ｓｉｎＺとおくと

ｚ＝ａ－Ｚ－ｓｉｎｊｒ

ゆえに，求める面積Ｓ(工）は台形の面

積の公式から

S(錘)=芸{(α一通)+(ｃ－ｚ－ｓｍ)}Ｓｍ
＝-(麺-｡)sinz-芸sinz”

（

ｙ

Ｚ

＜図２＞

似

(ii)子≦"≦αのとき:立体の切り口は直角2等辺３角形になり，

ｓ(苑)=苦(α-通)2=芸(麺-α)，
(2)(1)の(i)，（ii)にしたがって，Ｓ(z）を積分して体積Ｖを求めると，

Ｖ=仰挺-｡)sin懇-告sin豊麺}ぬ+烏(麺-｡M，

＝ハ(璽一｡)s､麺一芸(l-cos2璽)}ぬ十勝通-｡Ｍ
ここで「部分積分法」を用いて（ｚ－α)sinZの不定積分を求めておくと

ルーα)sin"ぬ=_(麺_α)cos"_ル｡s態)ぬ
＝一(jr-α)COS叶sin叶Ｃ（Ｃ：積分定数）

ゆえに

Ｖ=[(燕_｡)cos慰_sin通_子十告sin2錘]#+[L聖君里１１]；
＝(子-α>方一方一f壱十音+α-÷(子-α)。

＝(一方>方-蓋十音+牙-÷(一方)，



－号十苓十妥
らしんばん
|回流雨V燕耐輔輔W撫可両聴両祁諏爾雨爾爾雨雨示7雨、

第３章積分法とその応用２５７

命空間のｲﾒー ジがとらえられない場合はまずく図2>を描いて考えるとよ
い．それには

‘=子十方=子十芋雲半十半=M92<吾
をメヤスにする．

鑑J展J間J題仙JT『つるまき線」と回J転Ⅱ体JのJ体積

｢i韓~謡~I(1)△AOQ=8とおくと
ＡＱ＝αβで，展開図をつくるとく図２＞

のようになるから

”=｡a*=筈
ゆえにＰの座標は

Ｐ(｡cosaasin，,努）
この点Ｐをｙ－ｚ平面に正射影すると

ｚ＝０で，

，=αsinaz=鵠

Ｚ

Ｂ

Ａ

乙

Ｅ

ＺＺ

α8一Ｑ
2万ａ

＜図２＞

ｙ

Ｂ

〃

Ａ’



翁距離を最短にするにはく図2>のような展
開図をかいて，ＡとＢ′（Ｂ'はく図１＞のＢに

あたる）とを直線で結べばよい．

本問のように，円柱に巻きついた曲線を

「つるまき線」という．

命本問(2)の結果に注目!！

結果の告㎡"は｢底面の半径｡,高さル
の円柱の体積の半分!!」になっている．

実は右図の領域Ｐ，Ｑを勿軸のまわりに回

転して得られる図形の体積ＶＰ，vl9は等しい。

昨=Ｊ(："sin2油

＝燕ﾉ(:1-c;s2璽血

この２式から８を消去してz/，ｚの関係

式を求めると，第２式から Ｚ

ｙ

涯
７
″

ワ
〕

〃
〕

ご
＼

これを第１式にいれて

〃=αSim竿(通=0,0≦z≦吻）

②ｖ=ﾉr"枕

この式で,=αｓＭ←筈だから

ZＪ

ペ
フ

α （】

く
州

恭
鰐
》
鳴

川
』
‐
抑

〃
小
徽
ト

〃
｜
加
脚
‐
ｊ
伽
－
４
伽
－
４

エ

２５８

■■■■－－－

α

一一為--‐

=茄階_芸sm2麺];=子
_桑､二一-'一三ﾝ＜－－～



第３章積分法とその応用２５９

Ｖ６=爪2号一子子
｜｜

円柱の体積

である．したがって本問については上に述べたハナシがわかればその４つ分のこ

とであるから

”2"×Ｌ
～､～、２
１１

円柱の体積

となるのはあたりまえのことである．

ｙ

(α"+,＝2α〃になる）

唾辺⑪〃=÷ツー-歩

曲線C上の点A蝿(伽去)における接
線の方程式は

，-古=一方(延一α鰯）
これとｚ軸との交点の〃座標はｚ/＝０

とおいて

α"＝jr-α〃．.．〃＝２α〃

．．．α"+,＝２α〃

ゆえに数列｛α"｝は初項α,＝α，公比２公比２の等比数列である．

〃



2６０

．．α"＝α･２"－１

ゆえに点Ｐ〃のお座標はα"+,＝2"α

(2)求める体積はα"≦Ｚ≦α"+，の範囲で，曲線Ｃの回転部分から円錐部分

（△Ａ"Ｐ"_,Ｐ〃が回転してできる部分）をひけばよい．

脇=ﾉ(:字訓燕(妾)2"-号(去伽!-α卿）

＝爾ﾉ|::"圭血一子(排α"い州=2画羅）

＝耐[-全]妻蝿-蒜

＝,r(士一志)一念=念=希売

③②より,I'i+冊…+冊……は公比当の無限等比級数で｢和Ⅳ
が存在する．（p､２２参照!!）

'１－念-2(編い-孟淵
らしんばん

司本問では,Ｐ１，Ｐ2,……,Ｐ卿の露座標が等比数列になったが,曲線cのあ＠本問では，Ｐ１，Ｐ2,……，Ｐ"の鉦座標が等比数列になったが，
たえ方で等差数列になるときもある．

たとえば

Ｃ：〃＝ｅ－錘 ｙ

Zｌ

Ｃ：ｙ＝ｅ~工

とすると，〃'＝－e-zでＣ上の点Ａ"(α脇,ｅ-α"）

(〃＝１，２，………）における接線の方程式は

ｚ/－e-a流＝－e-a蝿(勿一α"）

この式でｚ/＝Ｏとおくと

〃－α"＝１．.、お＝α"＋１

．．α刀十,＝α"＋１

で，α,＝Ｏとすると，α"＝〃－１になる．

この場合のＶｈを求めると

脇=ﾉ!;当燕(e-重肋一号{e-叩’
＝型室うり.(e-2)"-!(0<e-2<,）
－６Ｇ２、ごノＷへこへユノ

すなわち「無限等比級数の和は存在」してその値は次のようになる．

ｖｉ＋ｖｚ＋……十Ｖh＋……＝汀(e2-3）１－万(e2-3）
６ｅ２１－ｅ－２－６(e2-,）

釘
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J寒展JJ闘題Ｊ２両国J転体jrI覇rr;斜軸厘l転;Ｉ

回与えられた放物線と直線

｜宗:こぎ-‘
の交点はこれらを連立させて解いて

ｚ＝ｙ＝０，２

．．．Ａ(2,2）

次に曲線Ｃ上の点ｐ(/,/２－ｔ）から直

線ノに下した垂線の足をＨとし，ＯＨ＝ｓ

とおくと点Ｈの座標は

H(方,方） (0≦ｓ≦２１/~可）

Ｚ

で，求める体積は次の式で与えられる．すなわち，

ｖ=ﾉr衝"雨｡曲(積分変数が｢s(=而)｣であることに注目!!)…①
ここでＰＨを求めておく－/はＺ－ｙ＝Ｏであるから「点と直線の距離

の公式」を用いると，

雨-号了鍔L-L宕且
また，ｓと/との関係はＯＨ－ＬＰＨより

而而-偉いか
＊方(方-‘)+方(方-州)=峠‘=蒜

ゆえにｓに関する積分式①は/に関する積分式におきかえられる．すな

“一浩作何Ｍ÷H三；且
として①は



而璽={応一方}璽十{(爪-両)一方}，

ｖ=ﾉr厩(必完竺L)'何城

＝方Ｊｒ(‘息-4‘』+州=古[苦-÷州):＝
らしんばん

ヘ方(X-Y)3-(X-Y)≦X+Y≦X-Y
．．．（Ｘ－Ｙ)2≦２１/~面Ｘ，Ｙ≦０

．．．Ｘ－Ｙ≦､/”す元＝2:Ｘ；（．.．Ｘ≧０，Ｙ≦ＯよりＸ－Ｙ≧0）

．．．Ｘ－２:Ｘ;≦Ｙ≦０

すなわち領域Ｄは

Ｄ'＝{(Ｘ,Ｙ)|Ｘ－２:Ｘ昔≦Ｙ≦O｝
に変換される．ゆえに求める体積は

Ｖ=Ｊ('"'r(X-2号X;)Ⅶ='『Ｊ(2"(X‘-2号X:+2:XMX
で，これは(＊）に示した積分計算に他ならない．

冗

叩
一
脳

Ｘ

翁｢点と直線の距離の公式｣を用いないでＰＨを求めるためにPの座標をマジ
メに計算するとＰＷ=夷,〃s－，/7=房）となる．

＝2号s-2fs:＋S2

V=Ｊｒ衝施(2:s-2職十sＭ………………………………(*）

=旗[2苧-2:号s;+吾]:"=￥〃
としてもよい．しかし，これをやるなら座標軸の回転を利用する方がスッキリす

る．

麺-'座標軸を子だけ回転してｘ－Ｙ座標軸が得られたとすると,この変換

2６２

(ま

に煎巽
で与えられるから，Ｃとノとで囲まれる領域

Ｄ＝{(.〃,Z/)|jr2-jr≦ｙ≦Ｚ（O≦Ｚ≦2)｝

の条件式をＸ,Ｙの関係に変換すると

（号)塾-(号)≦等≦号



〔
〕

命よくあるﾏﾁガｲの例を1つあげておく－たとえばHの座標をＨＭ
２

とおいてＨＰを求めると，

Hp2=22ヵ－2:虚十2ﾙ2
となるが

ｖ=Ｊｒ,ｒｍ２肋

＝'rﾉr(ル2雛十2柵
８汀

１５

とはできない．それは回転軸ＯＡと垂直

な断面を考えたところまではよいのだが，

それを〃軸の方向に積分しているからで

ある．

この方法を修正すると次のようになる．

ＯＨ＝ｓとおいてｚ/＝ｚの傾きｌに注目すると

ｓ＝､/~ﾌﾉｂ・・・ぬ＝､/~画倣

ｙ

一汁:二号Ｅ
Ｓ＝,/~、ｂ、．．。s＝､/~画倣

となるから本文①の積分は

ｖ=Ｊｒ諏而璽阿伽=〃Ｊ(2(＃2蹄十2柵
となる．これならよい．

命回転体の体積を｢輪切り｣にして求める方法があった.すなわち

ｖ=ﾉ(・伽伽p208参照)………………………(**）
このハナシを用いて本問をやれないか!！

2）

第３章積分法とその応用２６３

Ｚ

まず右図のようにＺ/＝Ｚに平行な直線

y＝Ｚ-,,Z(〃≧O)を引き,放物線3/＝Ｚ２－Ｚ

との交点をＬ，Ｍとする－「線分ＬＭの

長さ」と「線分ＬＭから回転軸〃＝ｊｒへの

距離」がほしい．

Ｌ，Ｍのｚ座標をそれぞれα，β(α＜β）

とすれば

ｚ２－ｚ＝ｚ－〃Z

．．、Ｚ２－２Ｚ十”＝０

．．α＝１－，/I~二~両，β＝1＋､/T二~両 ／

（ただしＤ≧０より〃z≦１．．．０≦''z≦1）

これよりＬＭは

面Ⅵ＝､/~可(β－α）（z/＝jr-”の傾きは1）

＝､/~汀{(1＋､/I~二~両)－('一､/T二~両)｝

=2,/~Ｚ/I~二~7両一一一→これは(**）の』/にあたる



ここでｚ/＝ｚ－加とＺ/＝Ｚとの距離は

一一これは(**)の鰯にあたる(｡z=方伽）
〃Ｚ

，/-百

さらに,,zの範囲（0≦脚≦1）から（**）の積分区間は［o’1］に変換され

伽
伽
〃

１
万
が
倣
一
積

》
帥
冊

２
下
上

》
‐
《
》
討
静

汀
Ｊ
仏
Ｊ
川
２
吋
２
吋

胴
加
加
加
加

一
一
一
一
一
一
一
一
一
一

Ｖ

~γ~'、３５１５′・

となり同じ結果が得られる．しかしこの方法は「参考程度の理解」でよい．

'+借(e鰯-〆)}‘

識．、嗣暴）。'･別撮り

‘蕊群#簿溌翻織醗溌蝋撚i磯憩繊識Ｉ職繍端 鰯灘I鯛綴鰯|蝋囲溺

懸溌鰯#溌溌灘:溌恩懇

睡溢蟻嬢懸錐“;i身恋２

撚き溌翻難蕊i溌i識織繍蕊(撫;溌綴鰯溌さ燕I鰯『鰯#議懇霧潔

2６４

{妾(＠Ｗ塵)｝=会(ｅｗ露)(≧'）

腸(･曇十．-Ｍ

２

屈=ﾉ(;oFrJw露＝

織幽溌蝋鰯赫識i撚頚藤蕊鯉”－，Ｌ

働

１
’
２
一
一

咋
岬

回：′説 ,=苦(・塑十〆） ,'=告(e蟹-9-遮）
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＝[÷(g望-9-曇)]:=苦{(e‘-e-‘)-(eo-e-｡)｝

②Ｐ．Qは⑪でα=0,6='とおいて告(e-e-1）

P,Ｍ(1)でα=0,6=鯨‘とおいて告(e蕊聡-e-蕊）

このとき,恥は恥の吾倍であるから

昔(e"-e-曇偽)=器(e-e-l)=蓋(e-g-i）
ゆえに

，偽'={÷(・璽蝿十．-重蝿)}2={÷(・璽蝿-e-率)}2+１，"={芸(e曇偽十e-率)}2=借(e率-e-蕊)｝

＝{会(e-e-l)}2+’
ｅ－ｅ－１

=(訓 )'+’２

２損い，=糊(洲
ｅ－ｅ－ｌ

)‘+'｝

一Ｊ('{(竺千と)塾洲}ぬ

＝[(且ヂ)2誓十壁]；

＝÷Fヂ)2+'=竺豊型
らしんばん
三＝一＝一＝＝＝

翁,=;L(e芳十e-:）（α>0）
で表される曲線を「カテナリー（懸垂

曲線)」という．本問はこのαの値が

１のときのハナシである．

この曲線の特徴をいくつかまとめて

おく．

以下第１象限で考えることにするが，

他の場合も同様である．

（i）右図で，図形ＯＡＰＱの面積をＳ，

ＡＰの長さをノとすると，

Ｓ＝α』（＝α23/'一次の（＊＊）から）

髄’

Ｙ

〔)|／ＲＣ
Ｘ

Ｚ



Zｄ

である－やってみればよい．

，'=苦(e者-°号）

Ｑα一トロαｊｒ－ｆｌ

}，=告(e:+e-:)(≧'）'+{告(炭-9-:）一
一雨

＝且…………………………………………………………（＊）
α

ボルーノr‘ぬ=αﾉ(蚕､/'千r7wz=α’
またこのノは

ﾉーﾉ(通原亦‘h,=鳥(．:+､-:)｡I”

＝[号(e蓋-e号)]:=号(e:-e-:)(=")…………(**）
である．

(ii）Ｐにおける接線に勿軸上の点Ｑから垂線ＱＨを下ろすと

ＱＨ＝ａ（一定)，ＰＨ＝Ｊ

である．これもやってみよう．

点Ｐ(Ｚ,z/）における接線の方程式は

Ｙ－３/＝y'(Ｘ－ｚ）．．．ｙ'Ｘ－Ｙ－－“'十〃＝Ｏ

である．これに点Ｑ(",O）から垂線ＱＨを下ろすとその長さは「点と直線の距

離の公式」を用いて

ＱＨ=Mr志等''一万号両=αい'=号(僅誉十管~:Ｍ*)）

y'(＝tanα）

となる．また

ＰＨ＝､/Fﾛ百二ｍz＝､/ｱー Zi盲（△PQHに「ピタゴラスの定理｣）

266

＝｡,/再三悪)ｱー‘,、肩=川㈱）
である．

しかしこのハナシは次のようにやるともう Ｐ

少し簡単に説明される．すなわち，乙ＰＲＱ

＝αとするとｔａｎａは直線ＰＲの傾きであ

るから

ｔａｎα＝ｙ′

ここで右図を用いて先にｓｉｎａ，ｃｏｓａを

y'で表しておくと
１

…=元芸弄,｡｡sα=耐ァ
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である．これを用いると

ＱＨ＝ＰＱｃｏｓα＝ｙｃｏｓａ

－諸弄=α心 (＊)）
ＰＨ＝ＰＱｓｉｎα＝ｙｓｉｎα

＝志十ﾃｧγ=川(*),(**)）

Ｐ

Ｒとなる．

伽こぐ鋤この曲線の形について－「太さと重さの一様な綱の両端を同じ高さにかけ

て垂らす」とこの曲線の形になることが知られている－「懸垂(曲)線」という

名前も，実はこのことに由来している。

発展問題14-｢エビサイクロイド｣と曲線の長さ
原点Ｏを中心にもつ半径２の固定された円板をＡとする.J半径１

の円板Ｂを，その中心Ｃが点（3,0）に重なるように置くとき，点

(4,0）に重なるＢの周上の点をＭとする．ＢをＡの周に沿って滑ら

ないようにころがして，ＯＣがjlc軸の正の方向となす角がりになっ

たときの,ＪＭの位置の座標を（Ｘ,Ｙ）とする．

ｗが0から号まで動くとして'次の間に答えよ．Ⅱ
ｉ(1)fJXとＹとをβの関数として表せ．

(2)Ｙの最大値を求めよ．

(3)Ｍのえがく曲線の長さを求めよ．

｢扉~顎］1112つの円板ＡとＢとの接点をＰとし,Ｐの最初の位置(2,
0）をＰ･とすると，ＯＣが〃軸の正方向とｙ

なす角がβとなるときの状況は右図のよ

うになる．（ただし，８'は円板Ｂの回転

角）

このとき円板Ｂ上の点ＰＣがＰＣ'の位置

にきていたとすると，ＭはＣに関して

PO'と対称で
〆一へ〆一へ

ＰＯＰ＝ＰＯ'Ｐ

．．、２．８＝１．８′

ゆえにＣＭがｚ軸の正方向となす角は

０

Ｚ



L=Ｊ(器

β＋β'＝β＋２８＝３８

．．．０Ｍ＝ＯＣ＋ＣＭ

＝(剛)+嚇)=(::繍瀦）
ゆえに

Ｘ＝３Ｃｏｓ８＋ｃｏｓ３８，Ｙ＝３ｓｉｎ８＋ｓｉｎ３８

(2)器=3cosl+3cos38=3(cos3'十cos8）
＝６cos28cos8（｢和→積の公式」より）

(器)璽十(器)，

０≦'≦吾の範囲では,８=牙で最大
で，その最大値Zhaxは

脇"=3sin牙十sin等

＝告十方=畑
(3)求める長さをＬとすると，

－２匹＝－３sin8-3sin38
〃

＝－３(ｓｉｎ８＋sin38）

＝－６ｓｉｎ２８ｃｏｓ８

器=6cos28cose

268

エ

伽……①

＝(－６sin28cos8)2＋(6cos28cos8)２

＝36(sin228＋cos228)cos2

8＝３６cos28

これを①に代入して

Ｌ=J(；､/而諏ｄ８=6Ｊ(晋ｃｏｓＭ(cos‘≧0）

＝6[sin']#-６

ｒ１

Ｌ－ｊ

(筈)2+(器)。

８ 0 ●●●

汀

４
●●●

汀
一
ワ
］

ａＹ

d８
＋ ０ (O）

Ｙ ノリ 2,/~可 、‘
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定円に外接するもう１つの円Ｃがすべることなく転がっていく
~圧'七＝１+西上f〃、＋Ｊ１今ノ雨Ｉ ｙ

らしんばん

動このように,定円に外接するもう'つ
とき，Ｃの周上に固定した点の描く図

形を「エビサイクロイド」という．一

般的なハナシをしておこう．

図のように，半径αの円に外接す

る半径６の円Ｃが「すべることなく

転がる」とき，最初Ａにかさなって

いたＣ上の点Ｐ(jr,Ｕ）のえがく図形

の方程式はどのように与えられるだろ

うか．

右図で

ＯＰ＝ＯＣ＋ＣＰ…………………．．…

である．ＯＣは

而=側:雷:）

でⅡフ

一

で簡単に求まるが，ＣＰを求めるのは少しメンドウである----ＣＰと勿軸の正方

向とのなす角９，を求めなければならない．円Ｃの回転角をβ'とするとＡＢ＝

ＰＢであるから

α8=68′’１'=号８

＊・='一肝''='一庵十号'=竿‘一”

何-剛{::鯨加鯨）
ゆえに（＊）を成分で表すと

(:)慨)+(二::鯛
に|噸鯨…一一側

となる．本問の曲線は，実はこのような曲線の「出発点」が外側を回転する円Ｃ

の｢半回転分ズﾚたもの｣であり,原点を中心に士号だけ回転すれば一般的な

Ｚ



発展J問題１５両物J理叫:》応用

Ｚ

2７０

鹿
形のものに重なる．

特にα＝６のとき，（＊＊）は

｜;二:|鯛二制）
となり，右の図のようになる．

この図形は「カージオイド（心臓形)」と

よばれている．

jｒ

ス
レ

iE-二言j三三

ｚ
言
忌

ｙ

｢扉~霊~l(1)深さ懇ﾒーﾄﾙでのﾀﾝｸ
の断面積は

汀(e~青)2＝7rc~ｆ(メートル)２で，この
深さにおける微小距離血（メートル）に対

する水の体積は

泥~奇血（メートル)３

これをくみ上げるのに必要なエネルギーは

’03脚×”一号血

＝1037ZpZe-f血（ジュール）

Ｚがｏから〃まで変化する時の，この量

の総和が求めるものである．

：Ｊ=Ｊ(蝿,０３…伽

ｙ



Ｍ=箭ルー鋤=器{[-4"帯];-ﾉ(‘(-4e-号)ぬ｝

＝器{-Ⅳ+4[-4・-:];｝

＝器{一瞥-誓十16}=器(16-零)(時間）
らしんばん

＝'0,叩ルー勅(ジｭーﾙ)……………………①
(2)①でＥは〃の関数で与えられているから，

等=器筈='03柳等…………………………②

等='0‘(ジｭーﾙ/時)と左辺が一定であるから,窯が最小となるの
は，②の右辺の〃e-f（＝/("）とおく）が最大になるときである．

川=e-f-券e-f
４－ルーム

＝－ｒ－ｅ４

で，〃＝４のとき／("）は最大になる．

．.．ｈo＝４（メートル）

(3)(1)，(2)より

’0鳳#='0‘"ルー加

命（１）の立式がむずかしい.要は
「連続して変化する量の総和」〈＝＞「定積分」

ということなのだが，今までに解説してき

た問題とちがって何か「キモチワルさ」が

少しのこる．

そこで初心にかえって（？）深さ〃を

〃等分してみることにする．

深さｚにおける断面積をＳ(Ｚ）とする

とz=z"を底面とし,厚さが4麺(-妾）
である水板の体積は

Ｓ(〃鹿)4Ｚ（メートル)３Ｓは鹿)４Ｚ（メートル)。エ

で，この深さにある水を１(メートル)３だけくみ上げるのに必要なエネルギーは

103”ん（ジュール）
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１－１

Ｉ

ﾉZ ０ ●●● ４ ●●●

/'("） ＋ ０

/("） ノ’
最
大
、‘



２７２

であるからノヤ＝1,2,3…〃にわたって全体をくみ上げるために必要なエネルギー

の総量は

畠{('０３"庫)．s(妬偽)血}=員'03"偽s("偽)血……………………（*）
である．ここまでツメてくると「103”点Sい）という量は何か」ということにな

るのだが，これに対してわれわれは（＊）を見ただけでは「速度」とか「力」の

ようなハッキリした概念，あるいはコトバを用意できないことがわかる．この量

はそのあとに続く血と組合せになって「エネルギー」という量を構成してい

るわけでそれがこの問題の１つの「困難さ」にもなっている．

それでも（＊）で〃一○○とすれば

，imZ10‘,璽塵S("仙一Ｊｒ１Ｍ(麺)ぬ=,0.,Ｊr"S(通)ぬ〃→｡◎た＝１

となり「連続して変化する量の総和」として意味をもつわけである．

このような扱いにも慣れておきたい．

命(2)で単位時間あたりのｴﾈﾙギーを｢毎時'0‘ジｭーﾙ｣(一定)にとってい
ることに注目!！また(1)でＥは〃の関数として与えられている．これらをよく

にらんで②の条件式を導くわけである．

なおこのような単位時間あたりのエネルギー（仕事）を「仕事率」という．

毎秒１ジュールの仕事をする場合の仕事率が１ワット（Ｗ）である．

本問についていえば

而烏=響=27777……(J/sec=W）
で，この「ポンプ」は約２８ワット（Ｗ）ということになる．

騒溌i総溌繍繍魚識鰯溌識溌

の畳 函

園

の樹

”侭 聴き．醐蒲

｢扉~詞](1)点P(剛)における曲線Y=/(x)の接線を'とすると
ノ：Ｙ－ｚ/＝/'(Ｚ)(Ｘ－ｊｒ）

．．．／'(Ｚ)Ｘ－Ｙ－"'(Ｚ)＋y＝ｏ

原点からノに下した垂線の長さがＺだから，



〆
'蒜浩一“

０

(＞0）

“＋勿
血
－
ぬ

吻
一
血

両辺が正であるから２乗して整理すると

これが

２"筈十迩璽-,2=0…………①
(2)〃＝”であるからこの両辺をｚで微分すると，

第３章積分法とその応用２７３

ここで"=芸を代入すると

（芸)2+'=芸…‘+’2=α((麺一号)2+,'=(号)2）
．．．ｇ＝士､/で房三房z

これが曲線Ｙ＝/(Ｘ）上のどの点でも成り立つからＺ，ｙをＸ，Ｙにか

きかえると，求める曲線の方程式は

Ｙ＝±､/面r=ﾌ扉（ｘ＞o）

（これは中心(号0),半径号の円である）

これらを①にいれて

２通("蓮)(器…)+慰珍-(")2=０

＊加璽(器叶迦)+錘２(１－"塾)－０
この両辺をＺ２(キ0）でわって整理すると

加器十㎡+'=0………………………………………………②
(3)②は次のように変形される．

云竪丁筈=一差(変数分離形!!）
両辺をｚで積分して

ノ2云妻f丁伽=-烏伽
．．、ｌｏｇ("2＋1)＝－log叶Ｃ,（Ｃｌ：定数）

＝logc-'｡g璽=ｌｏｇ芸(logc=Q）
Ｃ
万

一
一１＋

２
“
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らしんばん
鵬繍瀞珊:繍繍ﾘ､鰯､､､撫繍1,,噸祁緬繍撫繍繍職繍撫撫IWm澗

命①を変形してみると

器=篇(=告{芸-(洲
で,分母,分子がともに2次の同次式である.この時,右辺は差の関数として

表され,髪=皿すなわち'=皿とおくと与えられた微分方程式は｢変数分離
形」の微分方程式を解くことに帰着させることができる－「同次形の微分方程

式」という．

命本問で得られた曲線は

（x一芸)２+Y‘=(号)２……………………………………………(*）
Ｙ

であるが,号をあらためてcとおいてみると
（Ｘ－Ｃ)2＋Ｙ２＝Ｃ２……(**）

これは右図のような「円族」を表している

－本問はｘ＞０であるから右側である．

命(**)の円族の'つを右下図のように
（Ｘ－ｃ)2＋Ｙ２＝ｃ２

とする．乙ＯＰＨ＝８とすると

星ＯＲＰ＝８（接弦定理）

．.．≦ＯＣＰ＝2８（中心角）

ん塗CPQ=吾-26
．.、坐ＯＰＱ＝どＣＰＨ－とＯＰＨ－乙ＣＰＱ

＝芸-6-(箸-28)='(=どOPH）
．.．△ＯＰＨ＝△ＯＰＱ

ゆえに次のことがわかる．

｛:昌二::三;<本問）

儲職識

腫鍾
Ｙ

ノ、

ど蝿

Ｘ

Ｘ
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－２/'(8)＝,/{/'(8)}2＋{/(8)}２………………………….…..…③

（右辺)＞Oゆえ，／'(8)＜Ｏで，この条件のもとに両辺を２乗すると

４{/'(8)}2＝{/'(8)}2＋{/(8)}２

Ⅷ(')}2={川〃(')=士方/('）
ここで／(8)＞０，／'(8)＜０であることから

（８）一方/('）Ⅲ‘)=c・一方｡(cは定数）
これに初期条件／(O)＝ｌを用いるとＣ＝１

．．．'(6)＝e一方‘

｢扉~顎~I('１(川)=(/(8)ｃｏｓＭ８)sine)=宝

（芳器)=(川cos8-/(8)sinM,)sin8+川cos,)=ケ

とお化毒と汀のなす角がつねに￥であるから内積の定義より

両='房''汀'cos等…………………………………………①
この両辺をそれぞれ計算すると

宝･ケー/(8)cos8.{/'(8)cos8-/(8)ｓｉｎ８｝

＋/(8)ｓｉｎ８･{/'(8)ｓｉｎ８＋/(8)ｃｏｓ８｝

＝/(8)/'(8)(COS２８＋Sin28)＝/(8)/'(８）

=バア而戸=/(８）（＞0）

{/'(8)COS８－/(8)Ｓｉｎ８}2＋{/'(8)Ｓｉｎ８＋/(8)COSβ}２

一
一
一
一

↓
〃
↓
ひ

{/(8)COSβ}2＋{/(8)Ｓｉｎ８}２

{/'(8)}2＋{/(8)}２

{/'(8)}2＋{/(8)}2……………..….………….…….…….②

蔭これらを①にいれて

’ｗ(8)=一芸/（８）
／(8)キＯゆえ



２７６

②/(ルー方．,（')=一方e一方｡を②に入れると

’汀'2={川十(川={一方e一方．}‘+Ig-方．}，

＝告e-告‘+・一念｡=÷｡-岩．Ⅲ=告e一方‘

'(α)=JrV(器)'+(器)，伽=Ｊ(．'Ｍ

－Ｊｒ告｡一方‘d'一告[-師方｡]:=2('-.-為
α

(3)ｌｉｍｅ－万==Ｏ
α→。。

lim/(α)＝２
α→cｃ

らしんばん

令原点をo,動点をＰとするとき,本問のように｢而からその接線方向へ測
る角がつねに一定値９，(キ0)」である点Ｐの軌跡を「等角うずまき線（あるいは

対数うずまき線)」という．一般的には次のように表される．

／(8)＝肋‘（＝舵‘'ogα＞0）…………………………………………(＊）

蝋しﾙ嬢鯛要照蝋熱!ま距離Ｔを表すもの）
この時ヅ曲線は

＜二言７

【】

に湘藍：
と表される．

本問では上に述べた一定角,が芋で
与えられているが以下「９，のままで」ハナ

シを進めると本文③は

孟〆'(')=､/、盲千ｍ’
………（＊＊）

（右辺＞Ｏより／'(8)とcos9，が同符（右辺＞Ｏより／'(8)とｃＣｓ？が同符号であることに注意!!）

となり（＊＊)の両辺を２乗して

志{川2={川十(川

＊(志－１){川={川＊(tanw(8))'={川

ここで0<,<,『のときを考えると｡in,,>0だからtan,=器はCos，
と同符号であることがわかる．

）

Ｚ
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．．．／'(8)tan9,＝/(８）（＞O）（変数分離形!!）．．．／(8)＝Ce赤
この時，／(0)＝たであればｃ＝たであるから／(β）は

／(8)＝ﾉbe赤（本問ではた＝１，ｔan9,＝一､/-す）
さらにこの式で

etano＝α……･………………………….｡…………………………（＊*＊）

とおけば／(8)＝肋'，すなわち(＊)の形になる．

また，βが８，からめまで変化するとき点Ｐの通過する「道のり」Ｌを求め

ると

Ｌ=伽d8=ﾉ(''ｗ7戸千m，川本文②より）

＝ﾉ('璽孟プ(ＭＭ**)）

＝志ﾉ(声八Ｍ=歳刷::=/(裟吾&）
で山は畑-川に比例し,その比例定数は志であることがわか鼠
次に点Ｐが原点Ｏのまわりを１回転するとき，Ｐの位置がＯからどれくらい

｢ズレる」かを調べてみよう．

βから１回転するときの「ズレ」をｄｂで表す

Ｑルー/(β＋2汀)－/(8)

＝〃+21r一加'＝た(α2河－１)α‘

ｄ’+2燕＝/(β＋27r＋2万)一/(β＋2万）

＝んzz0+4冗一"‘+2応＝た(α2寵－１)α’+2派

ｄ‘+4燕＝ん(α2庭－１)α‘+4菰

－「等比数列的に」ズレることがわかる．

以下にまとめておこう．

αと９，との関係を与える（＊*＊）に注目す

ると

(i)０<'，<晋一α>１
．６は回転とともに増加する．〈図ｌ＞

(ii)苦く９，<旅－０<α<’

であることがわかる．

ｄｂは回転とともに減少する．〈図２＞

嬬儀灘瀞呈）

Ｐ

０

工

８８
Ｚ

左

＜図２＞



Ｚ

９，が－７r＜９，＜０の時も同じようにして

|糞』難隠
になる．

この曲線に特徴的なことは一様に拡大しても，縮小しても，ある角度だけ回転

するともとの図形に重ねあわせることができる(相似)．またこの曲線の形が，小

さいものは巻貝の形から大きいものは星雲の形にいたるまで自然界に多く見かけ

られるのもおもしろい．

なお，「うずまき線」はこのタイプの他に

もいろいろある．たとえば，

／(8)＝α８（α＞O）

(;嚇蛎1回転すると）
で与えられるようなもの－これは「アルキ

メデスのうずまき線」といわれている．右に

概形を示しておく．

2万ａ

２汀ａ汀ａ

２汀ａ

２７８

０ 4汀ａ

｢扉~顎]Ｉ１ｌＩ２Ｉともに共通していることは,ｲﾝﾃグﾗﾙの中に積分変
数/以外の変数範が混入していることである．このような場合は，まず

｢インテグラルの中からJrを追い出す」ことを考えなければならない．

(1)加法定理を用いて，ｓｉｎ(〃－/）を分解すると

sin(Ｚ－ｊ)＝sinzcosj-cosZsinj

であるから，sinjr，ｃｏｓＺをインテグラルから分離することができる．すな

わち，

１
ｊ

：
が
Ⅷ
１
Ｆ
Ｊ
Ｊ
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ｆ
〆
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発J展J間題?18＝積分方程式
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／(昨cos叶Ｊ(ケ(,)(sin亜cosI-c｡…ini)sin城

＝cos叶smMm/(‘)sin’cos城}_…M子(＃)sinWI｝

ここにﾉ(γ(‘)sin,ｃｏｓＭ｡ﾉrHf(‘)sin州は定数であるから,そ
れぞれをＡ，Ｂとおくと／いは次のように形がきまる．

／(工)＝cosz＋Ａｓｉｎｚ－ＢｃｏｓＺ＝ＡｓｉｎＺ－(Ｂ－１)cosZ

そ

①

(2)

に指

い

そ のようなときは匿う

Ｊｒ－ｒ＝皿とおくと

ノーェー〃

．．、伽＝－伽

である．

ヘノrが(麺-')｡!＝

いか「置橡

ﾉ(｡(麺-”)/(")(-伽）

…①

…②

）の／は特

とはできな

する－
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＝ﾉr("-")/(")血

＝"ﾉr”)血-ﾉr"(卿)血
で，〃をインテグラルの外に分離することができる．そこで，与えられた積

分方程式は

ノr/(州十"ﾉ(γ(")血-Ｊr"(")血=e-選－１…………③
と変形される．その上でこの両辺を釘で微分すると

地)+Jri/(")血十州-が(麺)=-.-“

ハ／(")+r/(")”=-e-錘…………………………………④
さらにこの両辺をJrで微分すると

／'(〃)＋/(Ｚ)＝e-z………………･………･…･……………………⑤

となり，要するに／(z）を求めるにはこの「微分方程式」を解けばよい．

⑤の両辺にｅ錘をかけると

ｅγ'(z)＋ｅＹは)＝１

．．．｛eγ(Ｚ)}'＝１．．．ｅγ(工)＝叶Ｃ……………………⑥

ここで積分定数Ｃをきめる「初期条件」は，④の両辺で〃＝０とおくと

/(0)＝－１が得られ，これを用いるとＣ＝－１がきまる．

．.．ｅザ(Ｚ)＝､万一１．．．'(jr)＝e-ｴ(鉦－１）（これは③をみたす）

らしんばん
FTT扇一両一＝７－両宗~；〒胃

翁(1),(2)とも被積分関数に混入した積分変数ｵ以外の変数麺(この場合,イン
テグラルの中ではｚを定数とみる）を分離する典型的な例である．

特に(2)の方法についてはすでにｐ､181で説明した．

動(2)の⑥の積分定数Ｃは,④からきめているからこの解/(z)が④を満たすこ
とは問題ないとしても，これが③を満たすかどうかはわからない．したがって，

解の最後につけた「これは③を満たす」という「言いわけ（？)」は

③－→④（－→⑤）

微分微分

という式変形に「気を配っている」ことを示しているわけで，ただの「アクセサ

リー？」ではない．－厳密にいえば実際に確かめなければならない……．

また「微分方程式」⑤の解き方についてはすでにくわしく説明した（p､227）

ので，ここでは触れないことにする．
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龍－－間目１Ｌ

》)＝＠

鞍:の紺（‘

、負_癖、掴
⑲

めたｊＺ蝋の〆化

回⑪易(冊,)=α等十器
＝α(叶z/)＋(4叶y）

＝(α＋4)叶(α＋1)z/＝ﾉI(”＋")………①

両辺を比較すると

！:卿二三二二二二二二二童二二二二二二三剛言
③からα＝ﾉＩ－ｌゆえ，これを②にいれると

（ﾉ１－１)＋4＝入(ﾉ１－１）。.、ノ１２－２ﾉ１－３＝０……………………④

．.．（/l＋l)(ﾉ１－３)＝０．.、バー３，－１

ゆえに③とから

（α，入)＝(２，３)，（－２，－１）

(2)（１）で求めたα，入の値に対して①が成り立つから，与えられた微分方程

式

静=伽で”="+Ｍ=ﾊとすると
”＋z/＝Ｃｅ''ｔ

ここで，／＝Ｏとおくと

”(O)＋z/(O)＝Ｃ

初期条件工(O)＝２，３/(0)＝Ｏを用いると，

Ｃ＝２ａ．．．”＋ｙ＝２αeﾉＭ

これに２組の（α，ﾉＩ）の値をいれると



ｔ

＃
ｅ

ｌ
ｅ
⑨
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十
ｔ
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３
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ｅ
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）
⑨
白

一
一
一
一

Ｚ
ｇ

ｒ
ｌ
ｊ
ｌ
ｌ
Ｌ

》
ぽ
ん
圭

必
卜
肌

叶
助
ま

命このような微分方程式を｢連立微分方程式｣という．
ここで「連立漸化式」の解法（これは基礎解析!!）を思い出そう．たとえば

噸二鯛"………………………………一側
をどう解くか－１つの方法として

”"+,＋y"+,＝/l(”"＋z/")………………･………･………………･(**）

を満たす実数α，ノlが存在すれば，このα，Ａに対して数列｛α５１，"＋3/"｝は初項

α､,＋y,，公比/lの等比数列であるから

αz"＋z/"＝入"－１(αr,＋z/,）

と変#形することができる．このα，ノlは(＊＊）に（＊）を代入して両辺を比較する

ことにより（本問(1)の扱いと同じことに注目!!）

（α，/I)＝(２，３)，（－２，－１）

＊|蝋云戦地叶馳）
そこでこの２式をｚ"，ｚ/〃について解けばよい．

なお（＊＊）を

ｊｒ"+,＋βz/"+,＝/l(z"＋βz/"）

とおいてもよいがこのときのβ，/(は

（β,ｊ)=(÷3)(一芸,－１)((**)の両辺をαでわればβ=告）
となる．これは本問(1)についても同様である．

命｢連立漸化式｣の場合は,与えられた2式から一方の数列を消去してもう１つ
の数列についての「3項間漸化式」を導いて解く方法があった．本問のような連

立微分方程式もそれにならって解くことができる．

｜妻二蝋
第一式より

ｙ＝jr'－６℃．．．〃'＝Ｚ''一ｚ′

これらを与えられた第２式のz/'，ｚ/にいれると，

（""－jr')＝4叶(jr'一z）．.．ｚ''－２Ｊr'－３Ｚ＝０

になる－このような微分方程式を「２階線形微分方程式」という．

要は，これを解いてｚを求め，ｙ＝ｚ'一ｚに代入すればよいのだが，ここで少

し一般的なハナシをしておきたい．

ｚ/"＋αz/'＋〃＝Ｏ…………………………………………………（＊*＊）

を解くにはどうすればよいか－それには「3項間漸化式」にならって，ｚ/"，ｙ'，

2８２
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３/をそれぞれﾉ１２，/１，１とおき２次方程式（｢固有方程式」という）をつくる．
/１２＋α/(＋６＝O

ここで判別式Ｄ＞０のときは実数解をα，β（αキβ）（｢固有値」という）と

おくと，解と係数の関係から

α＝－(α＋β)，６＝αβ

これを（＊*＊）にいれると，

ゾー《α+β)ｼ+吻一‘Ⅷ剛二:|剛
「変数分離形」の解法を用いると

剛二二::……僻州Ⅷ-αﾙーG蔭嬢-Q蔭“
両辺をβ－ａ（キ0）でわれば，この微分方程式の一般解Z/はα，βと任意定
数Ａ，Ｂを用いて

，=地"‘+Ｂｇ"(A=一念B=烏は任意定数）
として求められる．本間についていえば

Ｚ''－２jr'－３jr＝０－－－－→ﾉ１２－２/１－３＝Ｏ

（この２次方程式は本文中の④と一致している!!）

．．、ノ(＝3，－１（これがα，β）

＊'二蝋…岬"H池判〃
あとは初期条件からＡ，Ｂを求めればよい．

また，Ｄ＝Ｏすなわちα＝βのとき（＊**＊）の２式は共に

ｙ'一αz/＝Ｃｌｅａｔ

となるが，このときは「１階線形微分方程式（p､227)」として解けばよい．

Ｄ＜Ｏすなわちα，βが虚数のときの例としては，物理で出てくるポピュラー

なものに

ｚ/''＝一〃（た＞Ｏ単振動）

などがあるが，これは次の問題で説明する．

篭必ljJfが蓮1住f意し減

蕊蕊謡'溌溌毒惑獅曇野翰笈翰 膏舞;:″春鴬篭灘β衝歓奮置毎奮由#舞職識鰯

鳶：識Ii識識：
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回(1)①で,=0とおくと，
２/(Ｚ)＝2/(z)/(O）．.、２/(Ｚ){/(O)－１}＝O

ここで，／(工）が恒等的に０であるとすると／"(0)＝－１を満たさないか

ら，／(Jr）は恒等的にはｏでない．

．．．／(O)－１＝０．・・ず(0)＝１

次に，／は）は２回微分可能であるから①の両辺をｚを定数とみて〃につ

いて微分すると

／'(叶z/)一/'("－３/)＝2/(Ｚ)/'(､/）……………………………②

この式で〃＝Ｏとおくと

／'(jr)一/'(Ｚ)＝2/(工)/'(0）．．．／(jr)/'(0)＝Ｏ

／(z）は恒等的にはｏでないから''(0)＝０

(2)②はさらに@/で微分できて，

／"(叶y)＋/"(Ｚ－ｚ/)＝2/(Ｚ)/"(z/）

ここでｚノー０とおくと

／"(工)＋/"(")＝2/(z)/"(0）

．.、２/"(")＝2/(工)･(－１）。.．／"(z)＝－/(Ｚ）

(3)／("）が２回微分可能であることに注意して

Ｆ'(")＝{/'(z)cosZ--/(工)sinZ}－{/"(Ｚ)sin叶/'(z)cosjr｝

＝－{/(")＋/"(Ｚ)}sinZ＝0（．.。(2)）

Ｇ'(工)＝{/'(jr)sinr十/(z)cosZ}＋{/"(z)cosZ-/'(工)sinZ｝

＝{/(工)＋/"(z)}cosZ＝Ｏ

ゆえにＦ(〃)，Ｇ(z）はともに定数である．

そこでＺ＝Ｏのときの値を求めると

二M'三鵬剛巽:二;|ぐⅢ’
であるから
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Ｆ(死)＝１，Ｇ(Jr)＝０

(4)(3)より

｜撫芸ｴ期謡二;二二二二二二二三二二二二二二茎
③，④より／'(鉱）を消去する（③×cCs叶④×sinz）と，

ザ(Jr)＝cosJr

らしんばん

命｢/(z)は２回微分可能｣がポｲﾝﾄ!!－鯛飾(p231)の扱いと比較さ
れたい．

命本問の(3)で与えてあるＦ(麺),Ｇ(麺)は微分方程式
／"(z)＝一/(")，／(O)＝１，／'(O)＝０．．．．．……･……………………(＊）

を解くためのなかなかうまい誘導になっている．これは前問で説明した方法によ

っても固有値が虚数になってしまい，そのままでは手におえないが，物理をやっ

た人ならこれが微分方程式を用いた「単振動」の表現であることはすぐにわかる

にちがいない．

（時刻ｆにおける加速度Jr"(f))＝－(時刻ｔにおける変位jr(ｆ)）

そこで(＊）をにらんで見当をつける－/(z)＝coszとおけば，これは条件

をみたすから解である．しかし「これ以外にはないか」という問題がのこる．

この／(z）の一意性については次のようにやれば一応説明できる．

もし解となる／(jr）が２つあるとすれば，／i(z)，鬼(z）とおくと，いずれも

（＊)の条件をみたす．すなわち，

方"(Ｚ)＝一/i(工)，／i(o)＝１，／i'(0)＝０

九''(")＝－たい，九(O)＝1’た'(0)＝Ｏ

そこで，／i(z)－た(z)＝g(z）とおくと

ｇ"(z)＝/i"(z)－〃(jr)＝－/i(jr)＋九(z）

＝－{/i(Ｚ)－た(Ｚ)}＝－９(z）

．．．ｇ"(Ｚ)＋gい＝ｏ

また，

ｇ(O)＝た(O)－た(O)＝1-1＝０，９'(O)＝/i'(O)－た'(O)＝0-0＝Ｏ

示したいことは「た(z)＝た(工）すなわちｇ(")＝o」ということである!！

そこで，次のようなＧいをつくってみる．

Ｇ(z)＝{g(z)}2＋{g'(jr)}２

この時Ｇ(〃)＝ｏならばｇ(z)＝０，９'(〃)＝０がいえるのだが

Ｇ'(工)＝２９(z)g'(jr)＋２９'(z)g"(jr）

＝29'(〃){g(")＋g"(")}＝０．．°Ｃ(z）は定数

Ｇ(O)＝{g(0)}2＋{g'(0)}2＝02＋02＝０

以上のことからＧ(６℃)＝０
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．．．ｇ(Ｚ)＝/i(z)－た(jr)＝ｏ．｡．／i(Ｚ)＝た(Ｚ）

したがって，（＊)の解は／(z)＝cosZ以外にはありえないとにげることもで

きるがこれもなかなかむずかしい．

翁｢単振動｣の解析一次のような微分方程式
ｙ"＝－ﾉｾz／（た＞O）…………………………･…･…･……………（＊＊）

を一般的に解く方法はないか．それには少し工夫がいる．

（＊＊）の両辺に２"'をかけてみよう．（z/'＝Ｏのときは（＊＊）でｚ/"＝０，した

がって』/＝Ｏだからこれ以外の時を考える.）

２３/'z/"＝－２〃､/′

，"=筈,びー髪に注意して両辺を通で積分すると
（Z/')2＝－〃2＋Ｃ（≧O）

となるがＣ≧的２でなくてはならないからＣ＝たα２（α≧k/|）とおくことがで

きる．すなわち

（z/')2＝－〃2＋ﾉｾα2＝ﾉｳ(α２－３/2）

．．．ｙ'＝±､/7砺冒ニア)…………………………………………（***）

ところでz/は|z/|≦α(－α≦z/≦α）であるから

Ｚ/＝αｓｉｎ８

とおくことができる．その上で(＊*＊）をにらむと

（左辺)=ヅー農=αc･s'黒
（右辺）＝±､/7応百二~Z7z~百Ｆ訂＝士､/~万・α・lcos81

この絶対値と複号に注意して結局(＊*＊）は

‘c､s'筈=珊ａｃｏｓ８
となるが，いまはｃｏｓ８キＯのときを考えているから

芸=凧ハル８=ﾉ王〃ぬ
．．．β＝±､/7写叶α（αは任意定数）．．．』/＝ａｓｉｎ(±､/7写叶α）

これを形の上で整理すると求めるz/は

Ｚ/＝ａｓｉｎ(､/~万z＋α）

として求められる．

（_房三mL豆鰯蝋麓き繍翌脇製と変形し，）
なおα＝０も認めれば，この解にはり＝０も含まれる．

このときのα，αは，例えばｚ＝Ｏのときのり，ｚ/'の値がわかれば決定するこ

とができる．すなわち「単振動」は，最初の時刻における位置と速度がわかれば

それ以後の運動が確定する－本問(1)の／(0)，／'(O）はそのために求めたもので

ある．
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命前間で説明した｢2階線形微分方程式」
』/"＋αy'＋６３/＝Ｏ

で，固有値α，βが虚数解のときの扱いに「ケリ」をつけておこう．まず，Ｚ/＝

〃ひとおく－このようにおけば，〃とりのうちの一方は自由にきめられる．

ｚ/'＝〃'zﾉ＋〃zﾉ′

、.．＆/''＝〃"zﾉ＋２〃'ひ'＋〃zﾉ'′

これらをもとの微分方程式にいれると

（"''２ﾉ＋2"'2ﾉ'＋〃ひ")＋α("'２ﾉ＋〃zﾉ')＋〃zノー0

..．〃''2ﾉ＋〃'(２２ﾉ'＋α〃)＋〃(2ﾉ"＋αzﾉ'十６２ﾉ)＝O………………（＊***）

ここで，左辺の第２項がＯとなるようにzﾉを選ぶと

２ぴ+αひ=2器十α副=０：：=-号〃＊〃=Ce~争
特にｃ＝，としてｚノーe-号ｚとおくと

び=-号e号ｗ=等‘-釜
となり，これを（＊**＊）にいれると２２ﾉ'＋αZノは当然Ｏであるから，

‘_:γ+"{子e-争十α(一号．-影肱争}=・号雲{""+(‘一等)"}=０
．，“"+(6-芋)"=０…"=舎塑“
固有値α，βが虚数，すなわち固有方程式の判別式α２－４６＜０に注意すると，

この鰯は(**)のルをルー仏云竺とおけば求められる．すなわち，

〃=AsmF寧叶α）

…，=灘幽=他号雪Sm(辺雲叶α)(Ａαは任意定数）
このようにすれば解ｙを，一応求めることができる・

令われわれの範囲を少し越えるが，｢ｵｲﾗーの公式」
eio＝ｃｏｓ８＋ｊｓｉｎ８（指数関数と３角関数がドッキング!!）

これは数学全体からみても驚異的な公式である－を用いると，前問の

Ｄ＞Ｏのときのα，βをそのまま

α＝p-9j，β＝p＋砿（q＞0）

｛侭馴一m-J-些;医L号塗竿ｊ
Ⅷ－号,’=皿雲(>0）

とおいてｙを求めてみよう．前問の表現にならえば

ｚ/＝Ａｅａ壁十ＢｅβＺ（ただしＡ，Ｂは複素数の定数）
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＝Ａｅ(，~9＃)ｚ＋Ｂｅ(p+9i)ｚ＝epz(ルー9:r'＋Be9亜）

＝epz{Ａ(COS”一jsin”)＋Ｂ(cCs”＋ｊｓｉｎ”)｝

＝ep』，{(Ａ＋Ｂ)cCs”＋(Ｂ－Ａ)jsin”｝

どんな実数ｚに対してもZ/は実数だからＡ＋Ｂ，（Ｂ一Ａ)ｊは実は実数であ

る．そこで

Ａ＋Ｂ＝Ｃ，（Ｂ－Ａ)ノー，（Ｃ，Ｄは実数定数）

とおくと「３角関数の合成公式」が利用できて

（Ａ＋Ｂ)cCs”＋（Ｂ－Ａ)sｉｎ”＝CCCS”＋Ｄｓｉｎ”

＝､/で百千万百sin(”＋α）

であるから、/で百千万百をあらためてＡとおき,ｐ，ｑをα’６で表すと

，-ﾙー学sin(辺扉叶α）
を得る．

Ｉノノ

？
一

／

鰹
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