
はしがき

あえて「イマイチ」

なぜ「イマイチ」かと言われると困ってしまうが、とにかく今、数学で自分の立ち位

置がヘンだと思っている諸君を何とかしようという講座である．

次に聞かれるのは「レベルは？」ということだが、これも関係ない．私はそういう

「切り口」で生徒を見たことがない．しかし、やる気だけは持ってきてもらいたい．

何がヘンなのかがわかればもうヘンではないのだ．こまごまとしたことはここには書

かない．受けてもらえば自然にわかると思う．

この冊子の意味

街の本屋の棚を見てもらいたい．こう言ってははばかるが、問題集はヤマのように

あっても、基本原理をキッチリと書いた参考書らしいものはほとんど見かけない．そし

て受験生は問題集のことを参考書だと思っているらしい．

それに、困ったことに諸君は、問題をたくさん解いて練習すれば実力がつくと思って

いるようだ．しかし、それはちょっと当たっているが大きくまちがっている．

そこで、私としては自前で「それらしいモノ」を書くことにした．このテキストは私

がパソコンを打ち、河合塾のスタッフに作ってもらったいわば手作りの特注品である．

実際、60歳を過ぎてのパソコンは少々キツかった．夜中まで血圧を気にしながら人

差し指でキーボードをつつく爺さんを想像できるか——–正気の沙汰ではない．

まあ、それやこれやでとにかくできた．君たちがつかまっても沈没しない「べた書き筏

(いかだ)」は、ほぼ完成した．これには安心してしがみついてよい．

ここでハッキリ言っておくが、易しいことは易しいし、難しいことはやはり難しい．

まして数学が微笑んで君に擦り寄ってくることなどは絶対にない．

だから、どうしても超えなければならないヤマならば、君が出かけて行って君の実力

で乗り越えるほかはないのだ．ここにはそのための道具がすべて揃っている．

筆者としては、大学に進もうとする若者が知っているべき最小限のことがらを、その

将来を見据えて、なるべく順序だてて「べた書き」にしたつもりである．

若者には無限の可能性がある

この歳になって振り返ってみると「人生は意外に短いなあ」とつくづく思う．私にも

君の年齢があった．何もわからずウロウロと極楽トンボをやっていたのであろう．

生きるということは次々に可能性を剥奪されることなのです．まず、やりたいことを

決めなさい．そして、それに向かって全力で頑張れ．道は君の後にできるものだ．

ハラを括るのは今、先に延ばせばそれだけ困難になる．爺さんになったから言えるこ

とだが、君たち若者が本気になってやれないことなどあるわけがない．

才能？、そんなものはやっているうちに出てくるよ．何でもやってみなければわかる

ものか．自分では何も気がついていないだろうが、君の人生はまだ始まってもいない．

すべては今から始まるのです．

2015年 04月 17日 諸橋　実
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＜追記＞

数学ってナンダ

まあ、いろいろな立場からいろいろな考え方があろうが、私はここで数学はキレイだとか、数
学はすばらしい、などというつもりはサラサラない．しかし、とりあえず

数学とは数と量に関する言語である

ということは誰もが素朴に認める共通認識としてもよかろう．まず、ここからはじめよう．
その上でこの科目をサボルとどうなるか．結果、数と量に関する認識があいまいになり、それ

にかかわるコミニュケーションが破綻する——–これは世界の半分を失うことではないか．

何も専門家になれというのではない．しかし、そのことから人々の「判断の信頼性」が失墜し、
社会そのものの崩壊にもつながるハナシなのだ．だから本来、どうしてもこの科目を避けて通る
ことはできない．そういうことなら、いっそハラを据えて徹底的にやればよいではないか．

ヤルなら効率よく

私は「問題演習をドンドンやればデキルようになる」という信仰を否定するつもりはない．確
かにそういう一面もある．しかし、去年の問題も、一昨年の問題も解いて、· · · · · · のようなこと
をしていたのでは「来年出るはずの問題」も練習をしなければならなくなるのではないか．
しかし、この科目はタダの暗記科目ではない．数学はその個々の概念が、「関係」として体系

的に構成されているという特殊な性質がある．だから、何年の何大学の問題である、というよう
な切り口からではその問題の核心に届かない——–その問題の、数学としての根っこを捕まえて

ザックリやるしかない．たとえば確率の例でいうと、素人 (生徒)サンは

さいころの問題、くじ引きの問題、袋から球を出す問題、· · · · · · · · · · · ·
のように、みんなちがうハナシに見えてしまう．しかし、数学としての立場はちがう．つまり

数学的確率の定義、加法定理、条件つき確率、乗法定理、· · · · · · · · · · · ·
と数学の体系に沿って考える．要するに「さいころの問題」と「くじ引きの問題」は素材がちがっ
ても、数学的確率という同じ体系のカケラなのだ．それは、去年の問題も一昨年の問題も、はた
また来年出る問題も、東大の問題も早稲田の問題も、結局は同じマナイタで調理さたモノなので
ある．そういうことなら、こちらとしても個々の知識をバラバラに覚えるのではいかにも非効率
である．だったら、その体系ごとゴッソリとさらってしまえばよいではないか．

公式について

あるとき教室で「自分で証明できない公式は使うな！」と言ってみたのだが、そのときの反応
がおもしろかった．どうやら、そういうことは考えてみたこともないらしいのである．
大体、自分で確かめてもいないことを振り回す根性も気に入らないが、それより、そういうこ

とではその公式が正しく使えているとは思えない．公式というのは、それぞれの数理現象をとり
まとめて数式などで簡潔に表したものだからうまく使えば便利なものではある．しかし、その背
景を正しく把握していないと十分に使いこなせない．そういうものなのである．
つまり公式は、先に述べた「数学の体系」で言えば骨に当たるものであろう．しかし、タダの骨

だけでは何の役にも立たない．君の手でその証明を確認し、その意味を探り、時には感動もし、

そういうことを通して君にとって血の通った道具にしなければ意味はない．実際、使い物にもな

らない．それでこそ、その有難さもわかってくるというものだ．ラクをした分のツケは大きいぞ．

別人になろう

まず、「知る」と言うことはどういうことか．あるとき授業の後で、「今、言ったことを全て忘
れてもらって、全くなかったことにしよう」と言ったら、「それはできない」と言う．
そうです．知るということはそういうことなのです．つまり、知る前の君と知ってからの君と

は全くの別人なのだ．そして君はもとの君にはもどれない．つまり、育つしかないのです．
「知る」ことにより、そして「考える」ことにより、人は強くなる．生涯、人は強くなり続ける

しかない．だから、君の闘う相手は他人ではなくて君自身であり、良くも悪しくも君のいま立っ

ている所がつねに君の出発点なのです．それが生きることの基本原理なのだと私は思います．

2015年 10月 17日 著者記す
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＜執筆者から＞

本書のタイトルは「確率・統計」ですが、これは、もともと「 確率 」だけでやって

いたものに、各方面からのご要望で「 統計 」を加えるお約束をしたわけです．

ところが、あれやこれやに追いまくられて、何とも時間がとれない．そこで、とりあ

えずの暫定措置として、筆者が以前に書いた

諸橋の確率統計講義 (講義シリーズ) 河合出版 (1993)

の統計部分を抜粋し、そのまま「 第 2章 統計」として接続することにしました．

したがって、体裁上、多少見苦しいかも知れませんが、著作権、版権などの知的所有

権に関する問題は一切ありません．内容も、まあ、問題ありません．

何分、筆者も”ドロナワ”状態で走っておりますので、ご理解の上ご容赦ください．

2015年 10月 17日
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第1章 確率

この章のタイトルはいきなり「 確率 」としたが、この確率という言葉の意味する内

容には、もはや主流になってしまっている「 統計的確率 」と、確率論の草分けである

「 数学的確率 (ラプラス的確率) 」がある——–この辺の事情は本文で詳しく述べた．

高校数学で確率という場合、その守備領域はこの数学的確率である．まず、これをク

リアするには、「 同様に確からしい場合の数 」を正確に数え上げる方法論を獲得しな

くてはならない．

そこでこの第 1章は

第 1節 個数の処理——–数え上げの方法論

第 2節 確率——–「 数学的確率 」の基本的な考え方

とした．

その上で、ハナシを第 2章の統計につなげて行きたいと思う．ちなみに、「統計」は、

特殊な学部、特に医学部などを除けば入試に出てくることは少ないようではある．

しかし、先輩諸氏の意見によれば「 必ずやらせておいてほしい 」という声が圧倒的

であることをここに報告しておきたい．

そういうこともあって、急遽、この「 統計 」を継ぎ足したわけである．当面必要の

ない人は読まなくてもよいが、諸般の状況を考え、「せめて入り口だけでも」という親

心であると思ってもらえばよい．
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1.1 個数の処理

1.1.1 基本法則

個数とは，ある条件を満たす場合の数という意味である——–以下，場合の数と呼ぶ

ことにする．具体的には主に順列 (並べ方)と組合せ (とり方)であるが，ハナシのつな

がりとしては確率への準備と考えてもらいたい．とはいえ，どうすればすばやく，正確

に数えることができるかということがテーマだから，数学というよりもっと日常的なカ

ンカクに近い.気楽に読んでもらう方が効果的かもしれない．

さて、ある条件を満たすものの個数を求めるにはどうすればよいか．そのようなある

条件を満たすものは 1つの集合をつくる．そこでまず，集合の要素の数え方，扱い方の

知識を整理することからはじめよう．

要素の個数が有限である集合を有限集合という．その個数を数式に乗せるには記号が

必要である．そこで，ある有限集合Eの個数を n(E)で表すことにする——–以下，こ

の記号を用いて和の法則と積の法則を解説する．

6



1.1.1.1 和の法則

次の定理を和の法則という．

和の法則

A,B を有限集合とするとき

n(A ∪B) = n(A) + n(B)− n(A ∩B)

が成り立つ．

（解説） 具体的な例で説明する．

1から 15の自然数を全体集合とし，これを S で表すことにする．

このとき 2の倍数，3の倍数の集合をそれぞれ A,B とすると

S = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, · · ··, 13, 14, 15}
A = {2, 4, 6⃝, 8, 10, 12⃝, 14}
B = {3, 6⃝, 9, 12⃝, 15}

である．したがって

A B

A ∩B

A ∩B

A ∩B
A ∩B

Sn(S) = 15, n(A) = 7, n(B) = 5

であり，n(A ∩B), n(A ∪B)は

A ∩B = {6, 12} −→ n(A ∩B) = 2

A ∪B = {2, 3, 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15}
−→ n(A ∪B) = 10

とマジメに数えてみると

n(A) + n(B)− n(A ∩B) = 7 + 5− 2 = 10

となり，上記の

n(A ∪B) = n(A) + n(B)− n(A ∩B)

を簡単に確かめることができる．

一般には図 (ベン図という)を用いるとビジュアルでわかりやすい．

＜ end.＞
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1.1.1.2 積の法則

いま，A市から B市を通って C市に行く行き方を考える．このときA市から B市へ

は 5通りの行き方があり，B市から C市へは 3通りの行き方があるものとする．この

とき，A市から C市への行き方の個数が
5× 3 = 15

で与えられることは，ほとんど日常感覚として

A市 B市 C市

a1
a2
a3
a4

a5

b1
b2
b1

あたりまえだが，それは
A市 −→ B市

の a1～a5 の 5通りの道筋の選び方のうちどの 1

つに対しても
B市 −→ C市

の b1～b2 の 3通りの道筋を選ぶことができるからである．

これらを順序対 (ペア)で表すと

a1 a2 a3 a4 a5

b1

b2

b3

(a1, b1), (a1, b2), (a1, b3),

(a2, b1), (a2, b2), (a2, b3),

(a3, b1), (a3, b2), (a3, b3),

(a4, b1), (a4, b2), (a4, b3),

(a5, b1), (a5, b2), (a5, b3),

で，A市から B市に至る道筋は座標平面上の格子

点に対応していることがわかる．

この考え方を一般化すると次の定理が得られる．

積の法則

集合 A,B があって，Aから a個の要素をとり，そのおのおのに対してB から

b個の要素をとって，それらを組み合せてできる順序対の個数は abである．

（解説） もう少し詳しく説明しよう．

2つの集合 A,B について，Aの要素 xと B の要素 y の順序を考えた組 (x, y)の全

体が作る集合を Aと B との直積 (直積集合)といい，記号A×B で表す．すなわち
A×B = { ( x, y ) | x ∈ A, y ∈ B}

だが，一般に有限集合 A,B の要素の個数と，それらの直積A×B の要素の個数との

間には次の等式が成り立つ．
n(A×B) = n(A)n(B)←− n(A)カケル n(B)ということ！

上に示した積の法則で得られた数値 abは 2つの集合 Aと Bとの直積 (集合)の個数の

ことである．ずいぶんとカタイなあ．ヒラタク言い直しておこう．

ことがら Aが a通りの仕方で起こり，Aの起こり方と無関係にことがら B が b通

りの仕方で起こるならば，AかつB の起こる仕方は ab通りである．

以下，積の法則は
n(A ∩B) = n(A)n(B) (= n(A×B) ) ←−「 × 」印は直積 (集合)！

の形で用いられる．

＜ end.＞
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＜メモ＞—————————————————————————————————————
■場合の数を数える原理
場合の数を数えるには，実はいろいろな方法があることが多い．このあと順列，組合せで学ぶ

方法を使うといくらか効率よく数えることもできるが，その場合でも微積分の公式のようにそれ
を使わないと絶対にできないというわけでもない．
ここに述べた和の法則と積の法則だけを用いて，あるいはそれさえ用いないでコツコツと数え

上げるという方法で解決する場合も多い．
また，この分野の問題はクイズ風なところがあって，ある見方に固執していたのではなかなか

困難な場合でも，少し視点を変えると問題が非常に易しく見えたりすることもある．
したがって、この種の問題はいくらやっても完ぺきというわけにはいかず，多少の不安が残る

のは仕方がない．と言って手をこまねいているわけにもいかない．
われわれとしては，すでに開発された方法論で使えるものはトウゼン使う．その上で何よりも

大切なことは自分のアタマを使って数えることだ．

その基本的な姿勢は

(i) 数え落としの排除
(ii) 重複の排除

の徹底である．
以下，特別な公式を使うこともなく自分の素朴な知恵だけを頼りに数え上げるタイプの問題を

挙げておく——–実はここが出発点なのだ．

＜例 1＞
108の正の約数は全部で何個あるか．

(解) アプローチの方法としてはいろいろある．いくつかやってみよう．

(i) まずは はじめから 1，2，3，4, · · · · · · · · · · · · と小さいほうから 1つ 1つ書き上げるのも 1

つの方法であり，答えが合えばもちろん正解である．
しかしもっと大きな数では手に負えないからこれはあまり良い方法とはいえない．

(ii) 108を素因数分解してみる.

108 = 22 × 33

だからこの約数は

2a × 3b ( ただし，a = 0, 1, 2 b = 0, 1, 2, 3 )

一方，22 の約数と 33 の約数は

22の約数： 2a (a = 0, 1, 2) 33の約数： 3b (b = 0, 1, 2, 3)

であるから指数 a, bに注目して集合 A,B を次のように定める．
すなわち

A = {0, 1, 2} B = {0, 1, 2, 3}

とすると 108の約数は 2つの集合 Aと B との直積 (A × B)に他ならない．
ゆえに 108の約数の個数は

n(A × B) = n(A)n(B)←−積の法則！
= 3× 4 = 12

いかにもキマジメに書いてみた——–キチンと書けばこういうこと！

(iii) 樹形図を描いて系統的に調べる——–数え落としの防止にきわめて有効！
上記の素因数分解の結果から a = 0, 1, 2 のそれぞれに対して b = 0, 1, 2, 3 だから

1

1
3
32

33

2

1
3
32

33

22

1
3
32

33
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これより求める約数の個数は

4× 3 = 12

(iv) まだあるぞ．式の展開で行こう——–これは気がつかないだろうなあ．

(1 + 2 + 22)(1 + 3 + 32 + 33)

を式展開してみてくれ——–各項に 22 · 33 の約数があらわれる．だから求める約数の個数は

3× 4 = 12

で一目瞭然だろう．

＜考察＞ 約数の総和——–おっと、これは「整数」の領域だ！

上記の (vi)にはチョッと使える発展的な話題がある．まずは、一般化しよう——–文字式の方
がわかり易いときがある．
正整数 N が

N = pαqβ · · · · · · rγ

の形に素因数分解されるものとすると，N の正の約数の個数は

(1 + α)(1 + β) · · · · · · (1 + γ)

である——–ここまでは上で述べた例と同じであるから問題はなかろう．
実は、約数全体の総和を求めることができる——–次のように計算すればよい．

(1 + p+ p2 + · · · · · ·+ pα)(1 + q + q2 + · · · · · ·+ qβ) · · · · · · (1 + r + r2 + · · · · · ·+ rγ)

=
1− pα+1

1− p
· 1− qβ+1

1− q
· · · · · · 1− rγ+1

1− r
←−等比数列の和の公式！

ざっと，こんなものだ——–何かのときに役に立つかも知れない．

一件落着！

＜例 2＞
6チームがリーグ戦をするときの試合数を求めよ．

(解) さあ，どこから斬りこむか．
まずチームに名前がないと手がつけられない．とりあえず、それらに名前をつける——–A, B, C, D, E, F

としよう．

(i) 不規則に数えたのでは数え落としや重複が起こりかねない——–1つのチームAに注目する．

Aが対戦するのは
＜ 1＞ (Aと B), (Aと C), (Aと D), (Aと E), (Aと F)· · · · · · 5試合

Aが出るのはこれでオシマイ．あとは Aが出ないから Bに注目！
＜ 2＞ (Bと C), (Bと D), (Bと E), (Bと F)· · · · · · ·4試合

次は A,Bが出ないから Cに注目する——–以下同様！
＜ 3＞ (Cと D), (Cと E), (Cと F)· · · · · · · · · · · · · · · · ·3試合
＜ 4＞ (Dと E), (Dと F)· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ··2試合
＜ 5＞ (Eと F)· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·1試合

これらを加えて

5 + 4 + 3 + 2 + 1 = 15 (試合)←−和の法則！
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(ii) 次のように考えてはどうか．
AチームはA以外の他の 5チームと試合をするから 5試合することになる．他のすべてのチー

ムについても同じことがいえるから

6× 5 = 30 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (∗)

だが，これがそのまま試合数ということにはならない．それは Aと Bとの試合について Aの側
からと Bの側からの両方からダブって数えているからである．
したがって正解は

30÷ 2 = 15 (試合)

としなければならない．
チョット待てよ．(∗)の計算は積の法則にしたがっているぞ——–実はそうは行かないのだ．た

とえば (x, y)という順序対 (ペア)を考えるとき，xのとり方がm通り y のとり方が n通りなら
ば (x, y)のとり方はm× n通りだが，本問の場合は (A,B)というペアと (B,A)というペアが
同じものになるので 2で割ることにより正解を得たのである．

(iii) リーグ戦表を書いてみよう．

右の表は Cチームの成績だけが記してあるのだが A B C D E F

A ○
B ○
C ● ● ○ ○ ○
D ●
E ●
F ●

Aと Bには負け，Dと Eと Fには勝った
ことを示している．この表で右下がりの対角線に関して対称
の位置で，一方が●ならば他方が○でなければならないこと
はいうまでもない．
そういうわけで実際の試合数は

(6× 6− 6)÷ 2 = 15

となる．
以上 3通りの方法を考察してみたが，このテーマは「 n個のチームの場合にも拡張 」される．

ガンバルほどのこともないが参考までにまとめておく．

(i)の方法によるとき：

(n− 1) + (n− 2) + · · · · · · · · ·+ 3 + 2 + 1 =
n(n− 1)

2

(ii)の方法によるとき： 積の法則から n(n− 1)だが重複に注意して

n(n− 1)

2

(iii)の方法によるとき： マス目の総数は n2 だが，対角線上は除いて

n2 − n
2

=
n(n− 1)

2

これでオシマイだが，いやはや大変なことであった．
しかしこれもあとで述べる組合せの公式を用いれば

nC2 =
n(n− 1)

2 · 1 =
n(n − 1)

2

と 1パツで行く．ハイご苦労さん，というわけだ——–学ぶことの有難さとオソロシサを実感し
てもらえば十分！

一件落着！
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もう 1つやってみるか——–これはサービス！
＜例 3＞
0,1,2,3の 4種類の数字を用いて n (n ≧ 1)桁の正の整数を作るとき，数字 1を偶数個含むも
のが an 個，奇数個含むものが bn 個できたとする．
(1) an+1, bn+1 を an, bn で表せ．
(2) an を求めよ．

(解) 連立漸化式の例だ——–積の法則をどう使うか．
(1) n桁の数 N に 1つ数字を補って n+ 1桁の数 N + 1ができるとしよう．
まず，N + 1が 1を偶数個含む場合，N が 1を偶数個含んでいるか奇数個含んでいるかによ

って補う数が違うではないか．
(i) 偶数個含む場合： 1以外の数 0，2，3のどれかを補うから 3通り．
(ii)奇数個含む場合： 1を補って N + 1が 1を偶数個含むようにする．
この 2つの場合しかないから

an+1 = an × 3 + bn × 1 −→ an+1 = 3an + bn · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1⃝

bn+1 のときも同様に考えればよいのだが，一応書いておこう．
N + 1が 1を奇数個含む場合は N が 1を
(i) 偶数個含む場合： 1を補って N + 1が 1を奇数個含むようにする．
(ii)奇数個含む場合： 1以外の数 0，2，3のどれかを補うから 3通り．
このことから

bn+1 = an × 1 + bn × 3 −→ bn+1 = an + 3bn · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 2⃝

(2) 漸化式を解いて an を求めればよい．

1⃝+ 2⃝： an+1 + bn+1 = 4(an + bn)

1⃝− 2⃝： an+1 − bn+1 = 2(an − bn)

数列 {an + bn}, {an − bn}は等比数列だから a1 = 2, b1 = 1を考慮して

an + bn = 4n−1(a1 + b1) = 3 · 4n−1

an − bn = 2n−1(a1 − b1) = 2n−1

両辺をたして

2an = 3 · 4n−1 + 2n−1 ∴ an =
3 · 4n−1 + 2n−1

2

一件落着！

———————————————————————————————————————–
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1.1.2 順列

1.1.2.1 順列とは何か

異なる n個の要素からなる集合 Aから r個をとり出して並べたものをn個からr個

とる順列といい，この順列の総数を記号 nPr で表す．

シンプルな例で説明しよう．まずは考え方の基本をマスターしてもらいたい．

集合 Aを 1から 5までの数を記入した 5枚のカードとする．

すなわち

A = { 1 , 2 , 3 , 4 , 5 }

このとき，この 5枚のカードから 3枚ぬきとって 3桁の整数を作るとしよう——–下図．

まず，第 1位には 1 から 5 のどれを入れてもよい

a b c

3桁

5通り 4通り 3通り× ×

から 5通りの場合がある．

第 2位には第 1位に入れたカードは入らないからこれ

を除いた 4通り．

第 3位には第 1位，第 2位に入れたカードは入らない

からこれらを除いて 3通り．

そこでこの状況に積の法則を用いると求める 3桁の整

数の総数は

5P3 = 5× 4× 3 = 60

であることがわかる——–この考え方を一般化すると次の公式が得られる．

順列

異なる n個から r個とって並べる順列の総数は

nPr = n(n− 1)(n− 2) · · · · · · (n− r + 1)←−連続 r個の整数の積！

で与えられる．

（解説） 特に r = nのときは

nPn = n(n− 1)(n− 2) · · · · · · 3 · 2 · 1

この 1から nまでの自然数の積を nの階乗といい，記号 n! で表す．すなわち

nPn = n!

である．この記号を用いると上記の公式は

nPr =
n(n− 1)(n− 2) · · · · · · (n− r + 1)(n− r) · · · · · · 3 · 2 · 1

(n− r) · · · · · · 3 · 2 · 1

=
n!

(n− r)!

と簡略に表される．

この場合，r = nのときは n− r = 0だから

nPn = n!
0!

= n!

で，このことから 0! = 1と定義される——–0ではないから特に注意！

＜ end.＞
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＜メモ＞—————————————————————————————————————
■公式化の意味
本文では順列の総数を公式

nPr = n(n − 1)(n − 2) · · · · · · (n − r + 1)

= n!
(n − r)!

で 1くくりにした．このあと nΠr, nCr, nHr などを学ぶことになるが，本来ならシコシコ数

えるところもこれらの公式を使えば 1パツで行く——–ありがたいことだ．

そもそも公式というものは人々の知恵が長い歴史の中で結晶し，磨き抜かれてきたものである．
したがって、その運用に当たっては計算に正確を期すことはもちろんだが，その公式が必要とさ
れる状況，あるいはシーンをよく把握して正しく用いるよう心がけることが大切である．

■円順列——–ここで説明しておこう．
n個のものを円形に並べたものを円順列という．
ワケがわかればそれほほど怖くはない——–nPr の応用である．．

円順列

異なる n個のものを円形に並べる仕方の総数は (n − 1)! 通りである．

(解説)中華料理のような円卓ではテーブルがぐるぐる回るからどこに座っても条件は同じだ．そ
うだとすると、誰が幹事でカンジョウを払うか．
つまり、幹事さんに対してのみ位置関係が決まる．彼に対し

1
2

3n− 1

n

1人を基準にトル！

て他の n − 1人の順列を考えればよい．
すなわち、場合の数は (n − 1)!通りであることがすぐわか

る——–これについては別の切り口もある．
それは、n人が手をつないで円形に並んでいるとしよう．こ

の順列の総数を x通りとしてその 1つの場合をとりあげる．
このときどこか 1ヶ所で手を離して広がってもらおうか．そ

うするとこれは 1直線に並ぶフツウの順列に他ならない．
手を離すところは nヶ所だから 1 つの円順列から n 個の直

線の順列が得られる．
その結果を積の法則で表して

x× n = nPn = n! ∴ x = (n− 1) !

と考えてもよい．
また，ネックレスや数珠などは円形テーブルの場合と違い,裏返しにすると同じものがあらわ

れる．つまり表から見た右回りは裏から見ると左回りだから同じになるのだ．
したがって求める順列はダブりの分を考えて

(n− 1) ! ÷ 2 =
(n− 1)!

2

としなければならない．

＜ end.＞
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＜例＞
6面体のさいころの各面に 1から 6までの目を入れる．
(1) 立方体のときの目の入れ方の個数を求めよ．
(2) 直方体のときの目の入れ方の個数を求めよ．

(解) (1)どの面も区別されないから，まず 1つの目を入れてそれに対して他が決まる．

(i) 最初の目はどこに入れてもよい．
(ii) 第 2の目は裏側に 5通り．
(iii)残りの 4つの目で円順列．

以上の考察から求める目の入れ方の個数は

5× (4− 1)! = 5× 6 = 30(通り)

(2) まず，面の種類が 3通り．

(i) 最初の目の入れ方が 3通り．
(ii) 第 2の目は裏側に 5通り．
(iii)残りは円順列だがそのとり方が 2通り．

以上の考察から求める目の入れ方の個数は

3× 5× (4− 1)!× 2 = 3× 5× 6× 2 = 180(通り)

一件落着！

———————————————————————————————————————–
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1.1.2.2 同じものを含む順列

今までは、すべて異なる n個から r個とって並べる順列であったが，同じもの (入れ

かえても意味がない)が混入してくるとこうなるとチョイと事情が違ってくる．

とはいえ、考え方の基本は、すべてを区別する nPr を利用して起こりうるすべての場

合を数え上げ，その中の区別しない部分について，もし区別したらどうなるかを数え上

げてその分をチャラにするのである——–具体的にやってみなければわかるまい．

たとえば，3個の aと 2個の bでいこうか．それらを並べてみると異なるものは

a, a, a, b, b · · · · · · · · · · · · · · · (∗)
a, a, b, a, b

a, a, b, b, a

· · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · ·

のようにたくさんできるが，まずこれらが x通りあるとしよう——–ここがポイントな

のだ．このようにしてこの xを求めるのである．

そのうちの 1つ，たとえば (∗)の並べ方で，aに a1, a2, a3 の区別をつけてみると

a, a, a, b, b

a1, a2, a3, b, b · · · · · · · · · · · · · · · (∗∗)

a1, a3, a2, b, b

a2, a1, a3, b, b

a2, a3, a1, b, b

a3, a1, a2, b, b

a3, a2, a1, b, b

のように (∗)の a1, a2, a3 から異なる aの順列が 3! = 6通りできる．

さらに (∗∗)で bに b1, b2 の区別をつけると

a1, a2, a3, b, b
a1, a2, a3, b1, b2

a1, a2, a3, b2, b1

のように bの順列が 2! = 2通りできる．あとは積の法則の利用だが，求める x通りに

aの順列，bの順列をカケルと a, bのすべてを区別した全体の順列になる．

x× 3!× 2! = 5!

∴ x = 5!
3! 2!

←−同じものの順列の個数分，キャンセル！

この結果をどう見るか．5個の場所のうちどの 3個に aをおくかということ (bの場所

は自動的に決まる)，これは 5個から 3個とるとり方の個数に他ならない——–後で述べ

る．ここでは次のようにまとめておく．

16



同じものを含む順列

n 個のうち p 個は同じもの，q 個は他の同じもの，r 個はまた別の同じもの

· · · · · · · · · であるとき，これら n個をすべて用いて作る順列の総数は

n!

p! q! r! · · · · · ·
( p + q + r + · · · · · · = n )

で与えられる．

(解説)この定理で p = q = r = · · · · · · = 1 とすると，トウゼンすべて異なるときの順

列 nPn になるが，よく考えればアタリマエである.また，条件の

p + q + r + · · · · · · = n

はきわめて重要な条件で，これは n個全部を並べることを意味している.

＜ end.＞
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＜メモ＞—————————————————————————————————————
■もう 1つの意味

この公式のもう 1つの意味を考えてみよう．本文で述べた 3個の aと 2個の bで作る順列は，
5個の空席のうちどの 3個に aを入れるか (aが決まれば bは自動的に決まる)ということであ
る——–これは組合せのハナシに他ならない．
それは

5C3 = 5!
3! 2!

のことだが，これはあとで詳しく説明することになる．

———————————————————————————————————————–
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1.1.2.3 重複順列

異なる n個の要素からなる集合Aから同じものを繰り返しとり出すことを許して，r

個をとり出して作る順列を n個から r個とる重複順列といい，この順列の総数を記号

nΠr で表す．

たとえば前掲の 5枚のカードを用いて 3桁の整数を

作る例でいえば，カードでは繰り返し用いることはでき

ないがタダの数字ならば繰り返しが効く．

a b c

3桁

5通り 5通り 5通り× ×

すなわち

A = {1, 2, 3, 4, 5}

とすれば各位の数には 1，2，3，4，5のどの数を

用いてもよいから，重複順列の総数は

5Π3 = 5× 5× 5 = 53 = 125

である——–このハナシをまとめて次の公式を得る．

重複順列

異なる n個から r個とって並べる重複順列の総数は

nΠr = nr ←− n ≧ r とは限らない！

で与えられる．

（解説） 要するに重複順列 nΠr は異なる n個からなる集合 Aの r個の直積 (集合)

A×A× · · · · · · ×A︸ ︷︷ ︸
r 個

の要素の個数である．

＜ end.＞
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＜メモ＞—————————————————————————————————————
■集合を分割する
実際にどんな意味があるか——–実例で説明する．
＜例 1＞
集合 A = { a, b, c, d }の部分集合の個数を求めよ．

(解) 集合 Aの要素の 1つ 1つについてウカルとオチルの 2通りだから求める部分集合の個数は

2Π4 = 2× 2× 2× 2 = 24 = 16

である．しかしウカル人数に注目してこれを nCr で表せば

2通り 2通り 2通り 2通り× × ×

a b c d

4C0 + 4C1 + 4C2 + 4C3 + 4C4

となるが，これらが等しいことはあとで述べる．

一件落着！

＜例 2＞
1から 7の番号を振った 7個の球がある．
(1) A, Bの 2つの箱に分けて入れる入れ方は何通りあるか．
(2) A, B, Cの 3つの箱に分けて入れる入れ方は何通りあるか．
ただし、(1) (2)とも空箱は「 なし 」とする．

(解) (1) 球の 1つは A,Bの 2つの選択があるから 27 通りの場合があるが，7個とも Aに入る，
または Bに入る 2つの場合 (空箱ができる)を除いて

27 − 2 = 128− 2 = 126

(2)すべての場合は 37 だが，すべてが A，B，Cのどれか 1つに入る (空箱 2つ)の場合と，す
べてが 2つの箱に入る (空箱 1つ)の場合を除いて

37 − 3− (27 − 2)× 3 = 2187− 3− 126× 3

= 2184− 378 = 1806

一件落着！

———————————————————————————————————————–
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1.1.3 組合せ

1.1.3.1 組合せとは何か

要素の個数が n個の集合から r個の組 (部分集合)を作るとき、その組を n個から r

個とる組合せ (とり方)といい，その総数を記号 nCr で表す．そして、この総数を求め

る公式を誘導するには前掲の順列の総数を与える公式 nPr を利用する．

ところでこの総数の内訳は，異なる n個から r個を

(i) とって (ii) 並べる

という複合された内容であった——–前掲の積の法則を用いてこれを数式に乗せる．

すなわち，とり方の総数を xとすると

nPr = x× rPr

∴ x = nPr

rPr
= n!

r! (n− r)!

これが求める nCr の値である——–次のようにまとめておく．

組合せ

異なる n個から r個とる組合せ (とり方)の総数は

nCr =
n!

r! (n− r)!

=
n(n− 1)(n− 2) · · · · · · (n− r + 1)

1 · 2 · 3 · · · · · · (r − 1) · r

で与えられる．

（解説）いろいろの考え方がある．式の形でいえば先に述べた同じものを含む順列に他

ならない．たとえばA，Bと書いたカードをそれぞれ r枚，(n− r)枚用意し，これを 1

列に並べることを考えてみるとよい．n個の場所のうちどの r個に Aを配置するかが

決まれば残りの場所には自動的に Bが入るから全体の並べ方の総数は

nCr =
n!

r! (n− r)!

この場合，r = 0とすると

nC0 = n!
r! 0!

= 1←− 0! = 1

となって，実際には意味のない nC0に 1という数値が対応することになってしまうが，と

らないこともとり方の 1つとして認めることにすると r = 0, 1, 2, 3, · · · · · · , n−1, nの
すべてに対して nCr が定義されて便利である．

以下そのように扱うことにする．このとき nCn = 1はトウゼン全員合格を意味して

いることはいうまでもない．

＜ end.＞
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＜メモ＞—————————————————————————————————————
■集合の分割と nCr

nCr を集合の分割の仕方の個数と見ることにより次の公式の重要性が見えてくる．

nCr に関する公式

(1) nCr = nCn−r (2) nCr = n−1Cr−1 + n−1Cr

（解説）まず，(1)はほとんど明らかとしてよかろう——–r人が合格するということは n− r 人
が不合格ということなのだ．

(2)については，まず右辺を計算してみよう．

n−1Cr−1 + n−1Cr =
(n− 1)!

(r − 1)! (n− r)!
+

(n− 1)!

r! (n− 1− r)!

=
(n− 1)! r

r! (n− r)!
+

(n− 1)! (n− r)

r! (n− r)!

=
(n− 1)! {r + (n− r)}

r! (n− r)!

= n!
r! (n− r)!

= nCr

となり，ともかく計算上はなりたつ——–しかしそれだけではおもしろくない．
一体どんな意味があるというのか．どうやら右辺は

nCr の内訳を説明しているかにみえる．右辺の n− 1, r− 1

A

(i) n− 1人から r − 1人トル！

A

n− 1人
r − 1人

Aは先に入れておく

に注目する——–1人だけ特別扱いにしているぞ！
そこで、特定の一人 Aに目をつける．すなわち、Aが合

格の r 人に入っているのかいないのか．

(i) Aが r人に入っているとき (ワクは r−1人)：A以外
の n− 1人から r − 1人を選ぶ n−1Cr−1 通り．

(ii) Aが r人に入っていないとき： A以外の n− 1人か
ら r 人を選ぶ n−1Cr 通り．

これに和の法則を適用して

A

(ii) n− 1人から r 人トル！

n− 1人
r 人

nCr = n−1Cr−1 + n−1Cr

が得られる．実はそういうことだったのだ．
同様に

nCr = n−2Cr−2 + 2n−2Cr−1 + n−2Cr

nCr = n−3Cr−3 + 3n−3Cr−2 + 3n−3Cr−1 + n−3Cr

なども成り立つ——-オヤッ！ これはパスカルの三角形ではないか．
二項係数そのものである．実はこの公式 (2)は二項定理を数学的帰納法で証明するときに必要

になる．そのときに実際に使ってみせるから乞ご期待!

さて，nCr ( r = 0, 1, 2, · · · · · · , n− 1 , n ) は集合の分割の仕方だと言ったが

nC0 + nC1 + · · · · · ·+ nCn

は何だろう——–これは部分集合のつくり方の総数である．
一方，n個の要素の 1つ 1つに注目すると「とる」，「とらない」の 2通りだから 2n 通り

である．すなわち

nC0 + nC1 + · · · · · · + nCn = 2n ←−右辺は重複順列！

であることがわかる——–二項定理の応用としてもう 1度触れる機会がある．

＜ end.＞
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＜例 1＞
6人を 2人ずつ 3つのグループに分ける仕方は何通りあるか．

(解) まず，6 人から 2 人を選んで 1 つのグループを作る．次に残りの 4 人から２人を選んでグ
ループを作ると残った２人はすでに１つのグループとなるから

6C2 × 4C2 × 2C2

とやるとこれは間違い！
そのわけは，この 6人を { 1⃝，2⃝，3⃝，4⃝，5⃝，6⃝}としておくと，たとえば最初に選んだ２人

が { 1⃝，2⃝}で，次に選んだ２人が { 3⃝，4⃝}であったとするとこの組み分けは

{ 1⃝，2⃝}, { 3⃝，4⃝}, { 5⃝，6⃝} · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (∗)

である．ところが，たとえば最初に選んだ２人が { 3⃝，4⃝}で，次に選んだ２人が { 5⃝，6⃝}など
のとき，この組み分けは

{ 3⃝，4⃝}, { 5⃝，6⃝}, { 1⃝，2⃝} · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (∗∗)

となるが，この (∗)と (∗∗)は「組み分け」としては同じものであるにもかかわらず，これらを
重複して数えてしまったからである．そこで、その分を調整しなければならないが，どれだけ重

複しているかというと、{ 1⃝，2⃝}, { 3⃝，4⃝}, { 5⃝，6⃝}のかたまりの「並べかえ (順列)」の分だ

け重複しているから，求める組み分けの個数を xとして積の法則を用いて書き表すと

x × 3P3 = 6C2 × 4C2 × 2C2

∴ x = 6C2 × 4C2 × 2C2

3P3

= 15× 6
6

= 15(通り)

としなければならない——–これが正解！ 1⃝ 2⃝ 3⃝ 4⃝ 5⃝ 6⃝

3⃝ 4⃝ 5⃝ 6⃝ 1⃝ 2⃝

A B C

A B C

(i)

(ii)

もし設問が
6人を２人ずつ 3室 A，B，Cに分けて入れる仕方は？

ということならば上記の

6C2 × 4C2 × 2C2

で正解である——–右図の (i)と (ii)ではハナシが違う！
さらに問題文をかえてみるか．

6人を 3人，２人，１人に分けて 3室 A，B，C入れる仕方は？
とするとどうなるか．

6C3 × 3C2 × 1C1 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (∗ ∗ ∗)

とやりたいがこれではダメ！
この場合は、3つのグループの人数が違っているため，同人数 (上記の例では２人ずつ)の入れ

かえが起こらず，(∗ ∗ ∗)の段階ですでに個別のグループ分けが確定してしまうのだ．
したがって正解は室割の順列を考えて

6C3 × 3C2 × 1C1 × 3P3

となる．
もう一丁行ってみよう．

6人を 4人，1人，１人に分けて 3室A，B，C入れる仕方は？
これは説明はしない——–ワケは自分で考えてくれ！

6C4 × 2C1 × 1C1 × 1
2P1

× 3P3

となる．

一件落着！
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＜例 2＞
図の Aから Bに行く最短路のうち，次の条件をみたすものの個数を求めよ．
(1) Cを通るもの．
(2) Dを通るもの．
(3) Cか Dかのうち少なくとも一方を通るもの．

(解) (1) たとえば Aから Cに行く最短路は
右に 2コマ，上に 3コマ

進むことになるから合計 5 コマのうちどの２コマを右
に進むかを選べばよい．Cから Bも同様だから

A

B

C
Dn(A→ C) = 5C2 = 10, n(C→ B) = 5C1 = 5

積の法則を用いて

n(A→ C→ B) = n(A→ C)× n(C→ B)

= 10× 5 = 50

(2) これも同様に

n(A→ D→ B) = n(A→ D)× n(D→ B)

= 7C3 × 3C1 = 7!
3! 4!

× 3

= 35× 3 = 105

(3) (1)と (2)の結果を単純に加えると Cと Dの両方を通るものが重複して数えられるのでこ
の分を調整しなければならない．

n(A→ C→ D→ B) = n(A→ C)× n(D→ B)

= 5C2 × 3C2 = 5!
2! 3!

= 10× 3 = 30

ゆえに求める最短路の個数は

n(A→ C) + n(A→ D→ B)− n(A→ C→ D→ B)

= 50 + 105− 30

= 125

＜考察＞ nCrの読み方

ここで、説明しておきたいことが 2つある．

(その 1)組合せの公式「nCr 」は同種のものの順列！

意外と気がつかないか忘れているが、つまり

nCr = n!
r!(n − r)!

, あるいは n!
r! s!

(r + s = n)

ということなのだ——–使う場面はいろいろあるぞ！
上記の n(A→ C)で，たとえば右向きの 1コマを a，上向きの 1コマを bとおいてみると

{ a, a, b, b, b } の順列 −→ 5!
3! (5 − 3)!

= 5!
3! 2!

これは 5C3 に他ならない——–上の図で確認せよ．

(その 2) 最短路の個数を数える

これは文字通りワンリョクで数える方法——–場合によると役に立つぞ！ 次の図から公式

nCr = n−1Cr + n−1Cr−1
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が読みとれるだろうか．
それは、各交差点にいたる最短路の個数を 1つ 1つ書き込んでいく方法なのだが、たとえば、

Aから Rに行くには「Pを通る」か「Qを通る」かしかない．
したがって、この原理はとりもなおさず和の法則そのものであり，上記の公式の実践なのであ

る——–右図から読み取れ ！
ちなみに、図の数値を左上から右下に眺めてもらいたい ——–おもしろいことに二項係数に

なっているのです！

1 1 1 1 1

1 2 3 4 5

1 3 6 10 15

1 4 10 20 35

A

C

Dx+ y

x

y

太字は n = 5, r = 3のとき！

Q

P

R

一件落着！

———————————————————————————————————————–
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1.1.3.2 重複組合せ

＜補足説明！＞ 重複組合せについて

この重複組合せは、基本的には高校の教科書に載っていないと思う．しかし、せっかくだから
筆者はとりあげることにした．
入試にガンガン出てくるとも思えないが、知っていると有難いと思うときもあるだろう．まあ、

その程度のものだから、初回はとばして読んでもよい．

end.

さて、異なる n個のものから同じものを繰り返しとってもよいことにして r個とって

作る組合せを n個から r個とる重複組合せといい，記号 nHr で表す．

まずは素朴に数え上げることを考えるのだが，それも少しばかり細工をしなければな

らない——–ここが特徴的ではある．たとえば集合 Aを

A = {1, 2, 3, 4}

として，ここから重複を許して 3個とる場合を考えてみる．

数え上げる方法は並べ方は無視するので，たとえば小さい順に書き上げていくと

1, 1, 1 2, 2, 2 3, 3, 3 4, 4, 4

1, 1, 2 2, 2, 3 3, 3, 4

1, 1, 3 2, 2, 4 3, 4, 4

1, 1, 4 2, 3, 3

1, 2, 2 2, 3, 4

1, 2, 3 2, 4, 4

1, 2, 4

1, 3, 3

1, 3, 4

1, 4, 4

となるが，これが何通りかを 1パツで答えろと言われても，それは困るよ．

実はここで細工をするのです——–セットになった 3つの数にそのまま順に 0，1，2を

加えるのだ．まあ上の例でやってみよう．

1, 1, 1 → 1, 2, 3 2, 2, 2 → 2, 3, 4 3, 3, 3 → 3, 4, 5 4, 4, 4 → 4, 5, 6

1, 1, 2 → 1, 2, 4 2, 2, 3 → 2, 3, 5 3, 3, 4 → 3, 4, 6

1, 1, 3 → 1, 2, 5 2, 2, 4 → 2, 3, 6 3, 4, 4 → 3, 5, 6

1, 1, 4 → 1, 2, 6 2, 3, 3 → 2, 4, 5

1, 2, 2 → 1, 3, 4 2, 3, 4 → 2, 4, 6

1, 2, 3 → 1, 3, 5 2, 4, 4 → 2, 5, 6

1, 2, 4 → 1, 3, 6

1, 3, 3 → 1, 4, 5

1, 3, 4 → 1, 4, 6

1, 4, 4 → 1, 5, 6

この右側に現れた数は何か．それは集合

B = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
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から重複せずに異なる 3つをとる組合せの個数 6C3 に他ならない——–これを一般化

するにはどうすればよいか．

集合 Aはそのままにして重複を許して 4個とる場合はどうなるか．上記のように数

えるには各数に 0, 1, 2, 3を加えることはまあ同じことだ．とにかく全部書き上げる

のは大変だからはじめと終わりだけを書くと

1, 1, 1, 1, → 1, 2, 3, 4

· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·
4, 4, 4, 4 → 4, 5, 6, 7

となる．だったら重複を許して r 個とるときは各数に 0, 1, 2, 3, · · · · · · , (r − 1)

を加えることでイケルのではないか．すなわち

1, 1, 1, 1, · · · · · · , 1 → 1, 2, 3, 4, · · · · · · , 1 + (r − 1)

· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·
4, 4, 4, 4, · · · · · · , 4 → 4, 5, 6, 7, · · · · · · , 4 + (r − 1)

一般の場合はこの集合 Aの個数 4が nになるだけのことだから次のように表される．

重複組合せ

異なる n個から重複を許して r個とる組合せ (とり方)の総数は

nHr = n+r−1Cr ←−これも n ≧ rとは限らない

である．

（解説） 冒頭の例では n = 4, r = 3だから

4H3 = 4+3−1C3 = 6C3 = 20

で，このように計算すればいつでもどこでも正解が得られることになる——–誰が思い

ついたか知らないがウマクやってくれたものではないか．

ここではハナシのついでに上記とは違う切り口のアプローチを紹介しておこう．

先に述べた最短路の数え方を用いて説明する方法もある．

たとえば右図で，Aから出発して右に p区画，

下に q区画だけ進んで Bに達する場合の数は A

B

p区画

q区画

a

bn(A→ B) = p+qCp

であるが，このことは右に進むことを a，下に

進むことを bと書くことにすると，これは p個

の aと q個の bの並べ方の問題でもある．

そこで，このことを、先に q個の bを並べておいて，その隙間に注目してみよう．

∧
q 個の b︷ ︸︸ ︷

b ∧ b ∧ b ∧ · · · · · · b ∧ b ∧︸ ︷︷ ︸
q+1 個の隙間

その隙間に p個の aを入れるのだ．隙間は両端をカンジョウに入れて q + 1個あり，
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しかも同じ隙間に重複して入れてもよいからこの個数は q + 1個から重複を許して p個

をとるとり方の個数 q+1Hp に他ならない．すなわち

n(A→ B) = q+1Hp

である．このことから

q+1Hp = p+qCp

(
=

(p+ q)!

p! q!

)
ここで q + 1, pをそれぞれ n, rとおくと

p+ q = r + (n− 1) ←− p = r, q = n− 1

= n+ r − 1

となって

nHr = n+r−1Cr

であることがわかる——–これもなかなかよい方法ではある．

＜ end.＞
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＜メモ＞—————————————————————————————————————
■公式 nHr はケッコウ有難い公式なのだ

重複組合せの問題は本文で説明した公式を使わなくてはデキナイというわけでもない．これに
ついてはあとで述べるが，実はこの公式を使えるか使えないかでは大違いなのです．
以下に典型的な問題を挙げておく．
＜例 1＞
x, y, z, uについての方程式 x+ y + z + u = 10について
(1) 負でない整数解の個数を求めよ．
(2) 1以上の整数解の個数を求めよ．

(解) A,B,C,Dという区別される 4つの箱に区別されない 10個の球を入れる仕方 と考えてもよ

いし，異なる 4種類のものから重複を許して 10個とるとり方の個数と考えてもよい．

(1)はモロ公式！

4H10 = 4+10−1C10

= 13C10 = 13C3 = 286

(2)はチョッと工夫が要る——–各数から 1を引くのだ．

x− 1 = X, y − 1 = Y, z − 1 = Z, u− 1 = U

∴ x = X + 1, y = Y + 1, z = Z + 1, u = U + 1

だから，これらを与えられた方程式に入れると

X + 1 + Y + 1 + Z + 1 + U + 1 = 10

∴ X + Y + Z + U = 6 ( X, Y, Z, U ≧ 0 )

もう説明するまでもない．

4H6 = 4+6−1C6

= 9C6 = 9C3 = 84

となってアッという間に片付くがこれを素手でやるのは大変だ．

それでもどうしてもこの公式にナジメナイ人にはもう 1つだけ方法がある．それは，この (1)

でいうと，最初に 10個の○印を書いておく．

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

そして、この間 (両端は除く)に仕切りを入れるのだ．

たとえば次のようにするのだが，仕切りの間に○印がない場合でもかまわない——–ここには
何も入らないものとしておくのだ．

○ ｜ ○ ○ ○ | ○ | ○ ○ ○ ○ ○

要するに，仕切りの場所も入れると全体で 13個の場所ができたことになる——–それらしく見
えるように名前をつけておこうか．

○︸︷︷︸
梨

｜ ○ ○ ○︸ ︷︷ ︸
りんご

| ○︸︷︷︸
柿

| ○ ○ ○ ○ ○︸ ︷︷ ︸
みかん

仕切りの間に何も入らないときの書き方は，たとえば

○ ○︸ ︷︷ ︸
梨

｜ ○ ○ ○︸ ︷︷ ︸
りんご

｜| ○ ○ ○ ○ ○︸ ︷︷ ︸
みかん

のように書いて，この場合は柿が入っていないときの表現とする．
さて，そうするとハナシは 13個の場所から仕切りを入れる 3個の場所のとり方の問題となっ

た——–これなら無理なくデキルか．

13C3 = 13!
3! 10!

= 286
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となって公式による計算と一致する．そして上の 2つの例

(x, y, z, u) = (1, 3, 1, 5), (2, 3, 0, 5)

は、(1)に与えられた不定方程式の解の 2組であることは説明するまでもない．
そして、混同しては困るから念を押すにだが、この手の問題は「整数解を求めよ」と言ってい

るのではない．あくまで「整数解の個数を求めよ」と言っているのである．

まあ，とにかくこうすれば公式 nHr は使わずにすむ．これもそこそこメンドウだから筆者な
ら公式で 1パツと行きたいと思うがどうだろう．
いずれにしても覚え方は異なる 4種類の果物からとりまぜて 10個を選んでお土産にする仕方

の個数とでも覚えておけばよい——–筆者はそうして覚えたような気がする．

一件落着！

＜例 2＞
候補者が 2人，選挙人が 6人ので，無記名投票で 1人 1票を投票する．票の分かれ方は何通
りあるか．

(解) 無記名投票であるから誰が誰に投票したかはわからない．わかるのは候補者 Aと Bの得票
数 x票, y 票だけである．すなわち

x+ y = 6 (x, y ≧ 0) ←−負でない整数解の個数のハナシ！

そういうことなら公式を使って

2H6 = 2+6−1C6

= 7C6 = 7C1 = 7(通り)

である．ちなみに記名投票の場合は 6人の選挙人のおのおのが A，Bのどちらかに入れるからこ
れは重複順列で

2× 2× 2× 2× 2× 2× = 26(通り)

となる．この場合たとえば，同じAが 2票，Bが 4票であったとしても{
A : 1⃝，2⃝
B : 3⃝，4⃝，5⃝，6⃝

{
A : 1⃝，3⃝
B : 2⃝，4⃝，5⃝，6⃝

などをシッカリ違うことがらとして区別しているのである．

一件落着！

———————————————————————————————————————–
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1.1.3.3 二項定理

ここでは (a + b)n の展開公式について解説するのが目的だが，その式展開の基本原

理はカッコをはずすことで，素朴な例をあげると

(a+ b) (c+ d) = (a+ b)c+ (a+ b)d ←−第 1分配則！

= (a+ b)c+ (a+ b)d ←−第 2分配則！

= ac+ bc+ ad+ bd

これは問題ナシとしよう．注目すべきはその結果だ．つまり、前のカッコの a, bのど

ちらかと後のカッコの c, dのどちらかをかけたものの起こりうるすべての場合の総和に

なっているのである．

したがって，特に (c+ d )が (a+ b)である場合は

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2

でこれも問題なく誰もが認めるところであろう．

そこで，(a + b)n のときはどうなるか——–それがここのテーマである．

まず，この式をダラダラと書いてみると

(a+ b)n = (a+ b)︸ ︷︷ ︸
1⃝

(a+ b)︸ ︷︷ ︸
2⃝

(a+ b)︸ ︷︷ ︸
3⃝

· · · · · · · · · · · · (a+ b) (a+ b)︸ ︷︷ ︸
n⃝

だが，式展開の基本原理は上に述べたとおりだから，n個のカッコから 2個のカッコ，

たとえば 1⃝, 2⃝から aをとり残りの n− 2 個のカッコから bをとると a2bn−2 の項

が現れる．しかしこの項があらわれるのはこれだけではない． 3⃝, n⃝のカッコから aを

とり残りの n− 2 個のカッコから bをとる場合も a2bn−2 の項が現れ，結局 n個の

カッコから aをとる 2個のカッコのとり方の数 nC2 個だけ現れることになる．

これを一般の場合に拡張すると、r個のカッコから aをとり，残りの n− r 個のカッ

コから bをとる場合は arbn−r が nCr 個だけ現れることになる.

これは定理として次のようにまとめられる．

二項定理

二項定理は

(a + b)n = nC0a
0bn + nC1a

1bn−1 + nC2a
2bn−2 + · · · · · ·+ nCna

nb0

=
n∑

r=0

nCra
rbn−r

で与えられる．

(解説)二項定理そのものについては冒頭に述べた説明でおおむね了解されると思うが，

数学的帰納法で証明することも一興ではある——–その途中でタメになる公式も出てき

たりするのでやっておく価値は十分あると思う．

n = 1, 2のときは明らかに成立するから n = k のとき成立すると仮定すると

(a + b)k =
k∑

r=0

kCra
rbk−r
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これを用いて n = k + 1のときに成立することを示せばよい．すなわち

(a+ b)k+1 = (a + b)k(a+ b)

=

(
k∑

r=0

kCra
rbk−r

)
(a+ b)

=

(
k∑

r=0

kCra
rbk−r

)
a+

(
k∑

r=0

kCra
rbk−r

)
b

=

k∑
r=0

kCra
r+1bk−r +

k∑
r=0

kCra
rbk−r+1

=
k−1∑
r=0

kCra
r+1bk−r + kCka

k+1b0 + kC0a
0bk+1 +

k∑
r=1

kCra
rbk−r+1 · · · · · · (∗)

ここで kCk = 1 = k+1Ck+1, kC0 = 1 = k+1C0 だが，第 1項目に少し工夫すると

k−1∑
r=0

kCra
r+1bk−r =

k−1∑
r=0

kC(r+1)−1a
(r+1−1)+1bk−(r+1−1)

=
k∑

r=1

kCr−1a
rbk−(r−1)

これを (∗)に持ち込むと
∑
が 1つにまとまる．すなわち

(∗) = k+1C0a
0bk+1 +

k∑
r=1

kCr−1a
rbk−(r−1) +

k∑
r=1

kCra
rbk−r+1 + k+1Ck+1a

k+1b0

= k+1C0a
0bk+1 +

k∑
r=1

( kCr−1 + kCr︸ ︷︷ ︸
k+1Cr

) arbk−r+1 + k+1Ck+1a
k+1b0 · · · · (∗∗)

さあ，ポイントはここだ——–この組合せの公式はどこかで見たことがあるぞ．つまり

kCr−1 + kCr = k+1Cr ←− モロ公式 nCr = n−1Cr−1 + n−1Cr！

この公式で nを k + 1とおくと (∗∗)は

(∗∗) = k+1C0a
0bk+1 +

k∑
r=1

k+1Cra
rbk+1−r + k+1Ck+1a

k+1b0

=
k+1∑
r=0

k+1Cra
rbk+1−r

すなわち n = k + 1で成立することが示された．

＜ end.＞
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＜メモ＞—————————————————————————————————————
■パスカルの三角形
右図は二項係数をその生成の規則にした

がって並べたものでパスカルの三角形と呼ば
れている．

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · n−1Cr−1 n−1Cr · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · ·nCr · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

↘ ↙

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

その規則が前に述べた公式

nCr = n−1Cr−1 + n−1Cr

によって担保されているところがおもしろい．
というか、まあ勉強してください．
数値は，まず両端の 1を手作業で書き込み，

前の段の隣り合う数値を加えて次の段の数字
を作る！

1 + 1 = 2，そして両端に 1と書く！

1 + 2 = 3, 2 + 1 = 3，両端に 1と書く！

1 + 3 = 4, 3 + 3 = 6, 3 + 1 = 4，両端に 1と書く！

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

このことを上記の公式を用いて表すと

1C0 + 1C1 = 2C1,

2C0 + 2C1 = 3C1, 2C1 + 2C2 = 3C2

3C0 + 3C1 = 4C1, 3C1 + 3C2 = 4C2, 3C2 + 3C3 = 4C3

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

で，n = 1, 2, 3, · · · における上記公式の運用に他ならない——–カラクリを見てしまった！

■ (1 + x)n の形として応用

(a+ b)n はトウゼン a, bをとりかえてもかわらない．したがって

(a+ b)n =

n∑
r=0

nCra
n−rbr

= nC0a
nb0 + nC1a

n−1b1 + · · ·+ nCra
n−rbr + · · ·+ nCna

0bn

と書いても同じである——–どちらを使うか自分流に決めておくとよい．

(1 + x)n = nC0 + nC1x+ nC2x
2 + · · ·+ nCrx

r + · · ·+ nCnx
n · · · · · · · · · (∗)

のように nCr のｒと xr の次数 r に対応させておくとスッキリしていて覚えやすい．

ちなみに nCrx
r は r 番目ではなくて r + 1番目の項である——–注意！

さて，ここでチョッと遊んでおくか——–(∗)で x = 1としてみよう．

2n = nC0 + nC1 + nC2 + · · ·+ nCr + · · ·+ nCn · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (∗∗)

となるがこれは前に説明した．さらに (∗)で x = −1とすると

0 = nC0 − nC1 + nC2 + · · ·+ (−1)rnCr + · · ·+ (−1)nnCn · · · · · · · · · · (∗ ∗ ∗)

これらを加えたり引いたりして

nC0 + nC2 + nC4 + · · · · · · · · · = nC1 + nC3 + nC5 + · · · · · · · · · (= 2n−1)

なども簡単にワカル．
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＜例 1＞
次の式を証明せよ．

(1)

n∑
r=1

r · nCr = n · 2n−1 (2)

n∑
r=1

(nCr)
2 = 2nCn

(解) (1) とにかく，まず nCr をブチ壊して組みなおすのはどうか．

r · nCr = r · n!
r! (n− r)!

= n · (n− 1)!

(r − 1)! {(n− 1)− (r − 1)}!
= n · n−1Cr−1

これをそのまま入れると nが前に出て
n∑

r=1

r · nCr =

n∑
r=1

n · n−1Cr−1 = n

n∑
r=1

n−1Cr−1

= n(n−1C0 + n−1C1 + n−1C2 + · · · · · ·+ n−1Cn−1)

= n · 2n−1

となって一応の解決にはなる．しかし前記 (∗)の両辺を xで微分すると

n(1 + x)n−1 = nC1 + 2nC2x+ · · ·+ rnCrx
r−1 + · · ·+ nnCnx

n−1

ここで x = 1とおくと

n · 2n−1 = nC1 + 2nC2 + · · · + rnCr + · · · + nnCn (=

n∑
r=1

r · nCr )

で，左辺は求めるものに他ならない．本来はこうなのだろうなあ．
少しクドイが積分してみようか——–(∗)の両辺を区間 [ 0, 1 ]で積分すると[

(1 + x)n+1

n+ 1

]1

0

=

[
nC0x+ nC1

x2

2
+ nC2

x3

3
+ · · ·+ nCr

xr+1

r + 1
+ · · ·+ nCn

xn+1

n+ 1

]1

0

すなわち

2n+1 − 1
n+ 1

= nC0 +
nC1

2
+ nC2

3
+ · · ·+ nCr

r + 1
+ · · ·+ nCn

n+ 1

まあ，問題を作る側のヒントはいろいろあるものだ．

さて，それはともかくこの公式はどこから来たか——–筆者も長い間わからずに不思議に思っ
たものだがあるとき友人に教えてもらったことがあるのでそれを披露しておこう．
まず，左辺だが n人から r 人をとって与党を作る．その総裁の選び方は r 通りでそれらの総

和を意味している——–総裁に選ばれる人は n人である．
一方，右辺は n人すべてから総裁を 1人選び，残りの n− 1人の 1人１人は与党に入るか野

党になるか 2n−1 の場合がありこれらが等しいことを意味している．

(2)はさらに (∗)を利用する——–次に示すが，こんなことには気がつくまい．

(1 + x)2n = (1 + x)n(1 + x)n

= (nC0 + nC1x+ nC2x
2 + · · ·+ nCnx

n) (nC0 + nC1x+ · · ·+ nCnx
n)

これは xの恒等式だから両辺の xn の係数を比較する．すなわち

2nCn = nC0 · nCn + nC1 · nCn−1 + nC2 · nCn−2 + · · ·+ nCn−1 · nC1 + nCn · nC0

ここで nCn−r = nCr を右辺の各項に用いると

(nC0)
2 + (nC1)

2 + (nC2)
2 + · · · · · ·+ (nCn)

2 =

n∑
r=0

(nCr)
2 = 2nCn

一件落着！
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■ 二項定理から多項定理へ
二項定理を用いて 3項の展開公式を導くことができる．

(a+ b+ c)n = {a+ (b+ c)}n

=

n∑
p=0

nCpa
p(b+ c)n−p

だが，さらに (b+ c)n−p は

(b+ c)n−p =

n−p∑
q=0

n−pCqb
qcn−p−q

であるから apbqcr (ただし，r = n− p− q)の係数は

nCp · n−pCq = n!
p! (n− p)!

× (n− p)!

q! (n− p− q)!

= n!
p! q! (n− p− q)!

= n!
p! q! r!

(p+ q + r = n)

となる．しかし，よく考えると式展開の基本は，

(i) n個のカッコからまず aをとるカッコを p個選び，
(ii) 残りの (n− p)個のカッコから bをとるカッコを q 個選び，
(iii) 残った (n− p− q)個のカッコから cをとる．
(iv) それらをすべてかけあわせ，その総和を求める．

のであるから上記の結果はトウゼンのことである——–多項定理として以下にまとめておく．

多項定理

(a+ b+ c+ · · · · · · )n の展開式の一般項は，p, q, r, · · · · · · を負でない整数として

n!
p! q! r! · · · · · · a

pbqcr · · · · · · ( p + q + r + · · · · · · = n )

で与えられる．

(解説) まあ，この定理をガンガン使うことはあまりないとは思うが知っておいてもソンはない．
われわれとしては二項定理を使いこなせれば十分と思ってよい．

＜ end.＞
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＜例＞

(1)
(
2x4 − 1

x

)10

の展開式における定数項を求めよ．

(2)

(
x2 + 4

x2 − 4

)5

の展開式における x4 の係数を求めよ．

(解) (1) 二項定理をそのまま使えばよい．一般項は

10Cr (2x
4)10−r

(
− 1

x

)r

= 10Cr · 210−r · (−1)r · x40−5r

定数項を求めているのだから xの次数を 0とする r がほしい．

40− 5r = 0 ∴ r = 8

ゆえに求める定数項はこの値を代入して

10C8 · 210−8 · (−1)8 = 180

(2) まずは二項定理で行こう．(
x2 + 4

x2 − 4

)5

= { (x2 − 4) + 4
x2 }

5

= (x2 − 4)5 + 5C1(x
2 − 4)4( 4

x2 )1 + 5C2(x
2 − 4)3( 4

x2 )2 · · · · · · · · · · · ·

だが，x4 が出てくるのははじめの 2項からだけだからその係数は

5C3(−4)3 + 5C1 · 4C3(−4) · 4 = −960

となる——–第 3項以下は関係ない！
最後に，せっかくの機会だから多項定理でもやっておこう．展開式の一般項は

5!
p! q! r!

(x2)p( 4
x2 )q(−4)r = 5!

p! q! r!
· 4q · (−4)r · x2p−2q

となるが，求めるものは x4 の係数だから

2p− 2q = 4, ただし p+ q + r = 5

をみたす負でない整数解を求めることになる——–不定方程式を解くのだ．
第 1式で p = q + 2だから第 2式に入れると

(q + 2) + q + r = 5 ∴ 2q + r = 3 ∴ r = 3− 2q ≧ 0

これより q = 0, 1だから代入して p, r を求めると

(p, q, r) = (2, 0, 3), (3, 1, 1)

となるが，これらに対して x4 の係数は

5!
2! 0! 3!

· 40 · (−4)3 + 5!
3! 1! 1!

· 41 · (−4)1 = −640− 320 = −960

となって上の結果と一致する——–場合によるとこの方法が有難いときもある．

一件落着！

———————————————————————————————————————–
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1.2 確率

1.2.1 確率とは何か——–確率入門

確率とは文字通り「 起こり得る可能性の度合いの数量化 」である．しかし，これだ

けでは漠然としていてどこから斬り込めばよいかわからない．

まず，確率には大きく統計的確率と、ラプラスの提唱した古典的な数学的確率の立場

がある．つまり{
統計的確率 · · · · · ·降雨確率など．

数学的確率 · · · · · ·「 さいころ 」などの考え方 (ラプラス確率ともいう)．

だが、われわれ高校数学のとり得る立場はその後者である、ということをはじめに確認

しておく必要がある——–その違いについては解説の中で明らかにしていくことにする．

とりあえずはその数学的確率から入るが、なるべくシンプルな例で確率用語の意味と

使い方を説明し，その上で確率の定義に進むことにする．

＜補足説明！＞ 指導要領の改訂について

ここで本稿を展開するにあたって注意しておかねばならないことがある．それは高校の数学
A の教科書を見ると，まず確率の定義についての一応の説明があり次に加法定理が来る．
まあ、ここまではよいとして，今でいう旧課程ではこのあと本来あるべきはずの，しかも核心

ともいえる条件付確率と乗法定理がスッポリと抜けていきなり独立試行，そして期待値に飛んで
しまっていた——–まるでキセルのようなものだった．
しかし、今度の改訂で上記の手順は復旧したものの期待値が削除されてしまった．これでは

確率を勉強することの意味や、その醍醐味は伝わらない．
これは「統計」で「平均値」を扱うからという理由のようだが、筆者としては 期待値と平均値は

ちがうと思っている．事実、ちがうのだ．

そういうわけで、本稿ではあえて期待値という項目を残しておいた．それほどの手間でもない
し、それより「何のための確率か」がよくわかると思うので、できればそこまで読み通してもら

いたいと思う．一国の教科書がどうしてこんなにコロコロと変わるのかわからないが、学ぶ者と
しては迷惑なことです．私としては、そういうことを無視して学ぶべきことを然るべく書くし

かありません．それを貫くつもりです．よろしく．

＜ end.＞
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1.2.1.1 試行と事象について

ある一定の条件の下で繰り返し行うことのできる観測や実験のことを試行といい，試

行の結果として起こることがらを事象という．

たとえば，さいころを振る——–まずこれが試行である．

このとき，1から 6の目が均等の可能性で出るであろうことは誰もが経験的に認める

ところである．そこで 1の目が出る，あるいは 3の倍数の目が出るなどの結果が起こ

る——これらが事象である．

以下，スッキリ説明するためにこれらの事象に名前をつけよう．

1，2，3，4，5，6の目の出る事象をそれぞれE1, E2, E3, E4, E5, E6とすると，こ

れらはこれ以上単純な事象に分解することができない——–たとえば 2.5の目が出ると

いうようなことはない．そこでこれらの事象を根元事象という．

確率を扱う場合，調べる対象をハッキリ限定しておく必要がある．そのためには集

合の考え方を利用すると正確に，かつ簡潔に記述することができてありがたい——–可

能性というつかまえどころのないものを数式に乗せるための格好の道具である．

そこで，ある試行の結果としてあらわれる根元事象のすべてを要素とする集合を考

え，これをこの試行における標本空間とよぶことにする．このとき，根元事象のことを

標本空間の要素という意味で標本点というときもある．

たとえば，標本空間 Ωと上記の 3の倍数の目が出るという事象 Aを集合で表すと

Ω = {E1, E2, E3, E4, E5, E6}
A = {E3, E6} ←− 事象 Aは 2つの事象 E3, E6で構成されている！

だが，この例でもわかるように事象 Aは標本空間 Ωの部分集合になっている．
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＜メモ＞—————————————————————————————————————
■標本空間 (SampleSpace)

標本空間というとどんな空間があるのか，多少の違和感があるかも知れないが恐れることはな
い．ベクトル空間などとともに，これはある構造を持った集合を表すときの数学用語である．最
初はキモチ悪いが、使っているうちに慣れてくるから心配はない．

■標本空間の設定
同じ試行でも異なる標本空間を設定することがある．また何を根元事象にとるかも状況により

異なり決まってはいない．たとえば「 さいころを振る試行 」においても

A : 偶数の目が出る B : 奇数の目が出る

に関心があるときは標本空間として

Ω = {A, B}

としてもよい．しかしさいころの目の 1つ 1つの出方に関心があるときは本文に示したように

Ω = {E1, E2, E3, E4, E5, E6}

のようにとる．この場合，根元事象はトウゼン E1, E2, E3, E4, E5, E6 であって A, B など
は根元事象ではない．

■扱う対象は有限集合
たとえば，”線分 AB上に点 Pをとる”という試行を考えると標本空間は無限集合になる．こ

れは高校数学の範囲外であるからここでは扱わない．

———————————————————————————————————————–
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1.2.1.2 いろいろな事象

確率の議論に入る前に，いろいろな事象の呼び方とその意味について説明しておかな

ければならない——–実際に確率の計算を実行すると，その途中か，結果か，あるいは

そうでなくとも何かのときに必ず必要になるからである．

(i) 全事象 :

さいころを振るときに出る目の標本空間は

Ω = {E1, E2, E3, E4, E5, E6}

だが，Ω自身も Ωの部分集合で，1から 6のどれかの目が出るという事象のことであ

る．このように必ず起こる事象を全事象という．

(ii) 空事象 :

たとえば 1つのさいころを振るとき 5の倍数,かつ偶数である目は決して出ることは

ない．これをΩの部分集合として示すには記号を用いてϕ（ファイと読む）,または { }
と書く．このように決して起こらない事象を空事象という．

(iii)余事象 :

事象Aが起こらない事象をAの余事象といい，記号A(または Ac)で表す．たとえ

ば，さいころの例で偶数の目が出るという事象を Aとすると

A = {E2, E4, E6} に対して A = {E1, E3, E5}

である．

(iv)和事象 :

2つの事象 A,B の少なくとも一方が起こるという事象を Aと B との和事象といい，

記号A ∪B で表す．

(v) 積事象 :

2つの事象A,Bの両方が同時に起こるという事象をAとBとの積事象といい，記号

A ∩B で表す．

(vi)排反事象 :

2つの事象 A,Bで一方が起これば他方は起こらないとき，Aと Bとは互いに排反で

あるという．記号で表せばA ∩B = ϕのときのことである．
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＜メモ＞—————————————————————————————————————
■事象の表現と記号の利用について
実は確率についての教師のアタマの中は冒頭に示したように
数学的確率の定義，確率の加法定理，条件付確率，乗法定理，· · · · · ·

のように構成され，それが集合の記号などを用いてそれらの数学的概念を数式に乗せるべくキッ
チリとした形に整備されている——–トウゼン確率の問題文はそれに忠実に作られるからその文
章やコトバの表すところは日常会話の表す意味とはビミョウに違っている．
ところが生徒の方は
さいころの問題，くじびきの問題，袋から球を出す問題，· · · · · ·

のように日常会話のレベルでウロウロする——–要するに切り口が違っているのだ．確率論とい
う数学の立場から見れば，扱う素材がさいころであろうとくじ引きであろうと関係ない．この確
率という科目を正しく学ぶには教師のアタマに組み立てられた確率論の構成にしたがって問題文
を読み，それにしたがってトウアンを書かねばならない．そのためには，生徒としては多少ツラ
くとも記号による表現をマスターすることが必要不可欠なのだ——–すぐに慣れる！

————————————————————————————————————————
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1.2.1.3 「 数学的確率 」の定義

ハナシを初めのさいころの例にもどそう．つまり標本空間は

Ω = {E1, E2, E3, E4, E5, E6} ←− 根元事象の個数は 6個！

で，1から 6のどの目の出る出方も同程度に期待されることは経験的に認めることにし

よう——–これを「同様に確からしい」という．

この同様に確からしいという言い回しはなんとも怪しげでキモチワルイが，これは

レッキとした数学用語であるからそのままスナオに受け止めてもらいたい．

このとき，3の倍数の目が出る事象を Aとすると

A = {E3, E6} ←− 根元事象の個数は 2個！

であるから事象 Aの起こる確率 P (A)を

P (A) =
n(A)

n(Ω)
= 2

6
= 1

3
←− 根元事象の個数を n( )と書いた！

と定義する．

改めて一般の形で整理しておく——–「起こり得る可能性の度合い」は次のようにし

て数量化する．

確率の定義

1つの試行における標本空間 Ωでその要素の 1つ 1つの起こることが同様に

確からしいとき，事象Aの起こる確率 P (A)は

P (A) =
n(A)

n(Ω)

である．ただし，n(A)は集合 Aの要素の個数を表すものとする．

（解説）これが、現行の高校数学における確率の定義である．

これは P.S.ラプラス (1749-1827 フランス)によって，それまでの古典的な確率論を

まとめたものであるといわれているが，この定義を了解する上での最も重要なポイン

トは”同様に確からしい”という考え方をシッカリと理解することにある．

しかし、実を言うとこの怪しげな表現が後々まで確率論の足を引っ張ることになるで

ある．たとえば，さいころや貨幣を投げるハナシにはうまく対応するが，画鋲（ガビョ

ウ）を撒くとなるとチョット様子は違ってくる．突き刺さる場合は除いても針が上向き

のときと下向きのときが考えられるが，単純に考えてこれらが同様に確からしいワケが

ない．このこと 1つをとってもすでにその限界が見えているのである．

そうであるにもかかわらず高校数学のカリキュラムは，このラプラス確率を学べと

いっている．ハッキリ言ってこのままではチョットばかり白々しい．

その白々しさを払拭するには，まずは確率論の歴史をキチンと精査してみる必要があ

るのではないか．以下にそれを試みるがウマク行ったらオナグサミである．

＜ end.＞
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＜メモ＞—————————————————————————————————————
■歴史的経緯
人々の確率に関する興味は賭博とともにあったと思われるからその歴史は古くはローマやエジ

プトの時代からあったであろうが，記録されたものは 3次方程式の解の公式で有名な G.カルダ
ノ (1501ー 1576 イタリア)や G.ガリレイ (1564ー 1642 イタリア)などがゲームに関する質問
に答えた計算あたりからのようである．
しかし，歴史的にも有名で，事実上確率論の始まりといえるのは B. パスカル (1623 ー 1662

フランス)，その友人関係にあった P.de フェルマー (1607-1665 フランス)の間に交わされた何
通かの手紙からといわれている．
この時代には法律の規制もなく，貴族による賭博も盛んであったためか興味の対象は”どうす

ればトクか”という，今でいう期待値の研究のようなものであったと思われる．
その後，多くの数学者によって研究された形跡はあるものの，この 17世紀後半の時代はまだ

統一した理論には完成されず，もっぱらさいころとかゲームとか，個々の孤立した問題の解決が
その研究テーマであったようである．しかしそれらの研究を通して次第に確率の概念が形成され
てきたと考えるのが自然であろう．
パスカルとフェルマーの次に忘れてはならないのは J.ベルヌーイ（1654－ 1715 スイス）と

A.ド ·モアブル (1667ー 1754 イギリス)の仕事である．
可能性を数量化する方法を素朴に求めると，困ったことに切り口として次の 2つの立場が考え

られる．ハナシをシンプルにしたいのでさいころの例で説明しよう．
たとえば 1の目が出るという可能性は

(i) 1から 6の目の出方は均等 −→ 1
6

(ii) 6万回投げれば 1万回は 1が出るだろう −→ 1
6

これらは明らかに違う視点から確率をとらえている．実はこの違いがどこまでも確率とは何

かという問題にカゲのように付きまとうのだ．
ここで注目してもらいたいことがある．それは一見違うかに見えるこの二つの立場の確率が実

は同等にみなされるということが証明されるのである．
それがベルヌーイが二項分布から証明した大数の法則（ベルヌーイの定理）である——–学ぶ

者としてはここが重要な節目である．
このあたりを勉強すると，この時代にはすでにいろいろな解析的な手法も導入され，確率分布

の研究もかなり進んで，現代的な確率論へ発展していく様子がよくわかる．
さらにダメ押しをするかのように，ド ·モアブル の手がけた正規分布の研究を一般的な形で表

したド ·モアブル −ラプラスの極限定理が証明されるが，これでこの件については一応の決着
がついたということになる．
これらは統計学の入り口の正規分布のところに出てくるハナシで，高校数学としてはチト敷居

が高いし，ここでその解説をしても仕方がないが，筆者としてはここのツナガリの感動を何とか
して伝えたい．将来，ハナシ半分でもよいからここのところを勉強してもらいたいと思う．
そうでないと高校数学の確率がヒカラビタ積木細工のように白々しく見えてゲンキが出ないで

はないか——–それでは大体おもしろくもないだろう．
ともあれ，これらの定理により本文の定義に基づくラプラスの数学的確率が現実の諸問題を扱

うことに有効であることが保証され，数学としての確率論の基礎となったことは事実としてシッ
カリと了解しておく必要がある——–この時代の最も大きな業績である．
ちなみにド ·モアブル−ラプラスの極限定理はA.H.リャプノフ (1857ー 1918 ロシア)によっ

て中心極限定理としてより広く応用できる形で整備されることになる．
その結果，確率はもはや賭博師のコンサルタント業ではなく，事実上確率論という学問の第一

歩を踏み出したということになった．
そして、この成功には，社会も充実し，保険制度，出生率などを研究のターゲットとする統計

学の発展があって，それが確率論に寄り添うように進歩してきたことが大きく貢献していること
もつけ加えておかなければならない．
一方，数学の他の分野，たとえば J.B.J.フーリエ (1768ー 1830 フランス)の波動理論に始ま

るフーリエ解析などの優れた解析方法が充実してくるに及んで気体運動論や分子運動論などとも
深くかかわり，将来，熱力学，量子力学などのほとんど骨格を成すにいたる経緯をたどることは
その後の歴史が示すところである．
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総括すれば，多くの数学者の努力によって古典的な確率論はここで一応の完成を見た．そして
その結果がラプラスによって上記の定義としてまとめられた．まあ，雑駁 (ざっぱく)ではあるが
これがハナシの前半である．

■もう一つの立場——–統計的確率

新聞やテレビの降雨確率とは何だ．降雨確率 80％は 50％より土砂降りか，というとどうもそ
ういうことではないらしい．そこで筆者は NHKに電話をしてみた．

NHKによれば，まず 1日 (24時間)を 4分割し，その 6時間の雨量を測定してそれが 1ミリ
に達しなければ、一瞬は土砂降りになった時間があったとしても、全面的に晴れたといい，1ミ
リを越えたときはその 6時間の間おおむね日本晴れであったとしても、全面的に降ったというこ
とに決めておくのである．
その上で現在の気象状況と同じ過去のデータを調べ，たとえば 100回のうち 80回が雨，20回

が晴れならばこの気象状況の降雨確率は 80％とするのだそうだ．
このことを数学のコトバで説明するには相対度数という用語を使う——–次のように表現する．

ある種の偶然的なことがらが起こる確率があるならば——–上の例でいえば雨が降るとか，1の
目が出るとかのこと．n回の観察，または実験の結果それが r 回起こったとしよう．
このとき相対度数 r/nは nを十分大きくとれば次第にある一定値に安定してくるだろうこと

が経験的にワカルからそれをもって確率 pの観測値としても実用上はなんら差し支えないだろう
ということである——–確かに一理はありそうだ．
実は，このような確率を統計的確率といい，これに対して本文に述べた確率を数学的確率とい

う——–しかし，これらはとりあえず違うハナシに見える．
そしてハッキリ言えば、この統計的確率の現実性に較べてラプラスの数学的確率はいかにも仮

想的で何となくウソっぽい．しかも適用範囲に限界がある、となれば統計的確率が圧倒的である

ことは，もはや説明するまでもない．

ハナシを 19世紀にもどそう．そこで確率論としてはどちらをもって確率の定義とするかにつ
いて，なおも侃侃諤諤 (カンカンガクガク)の議論が続いたのである．
このままではラプラスの古式床しい”同様に確からしい”などという発想は，統計的確率の前

にブッ飛んでしまう．
一方，統計的確率の方は他の分野との関係の中で次々とその実効性が明らかになってくる．そ

してその既成事実の集積がそれなりの立場を形成する芽として膨らんできたであろうことは容易
に想像できる——–自然の成り行きというものだ．

19世紀の終わりから 20世紀の初めにかけてはこの新しい確率の意味づけとラプラス的確率と
の整合性の説明に多くの才能がヤッキになったとしても無理はない——–それだけラプラス的確
率が大きな存在であったということでもあろう．
もはやラプラス的確率の救済作戦にさえ見えてくる．ついには，より精密な定義として

(i) 何度でも繰り返すことができること（極限頻度 lim
n→∞

r/n = pの存在）

(ii)無規則であること（任意選出という）

のように整備されるのだが，これはラプラスの”同様に確からしい”という判断を”極限頻度が
等しい”という経験的判断に置き換えたものということができる——–苦しいとはいえウマイ説
明ではある．
しかしそれでも任意選出という概念が正確には定義されず，結局は数学的な体系の中に然るべ

き場所を占めるには至らなかった．
そんな数学のお家の事情にかかわりなく，時代の風を受けた新しい確率論は数学や物理学など

と深くかかわり，ついにはそれらの主役の座を獲得していったと思われる．
すなわち C.F.ガウス（1777－ 1855 ドイツ）の誤差論，J.K.マックスウェル（1831－ 1879

イギリス），L.ボルツマン（1866－ 1906 オーストリア）の統計力学などの中でその応用範囲の
広さと重要性を人々に認識させながらやがて舞台は 20世紀へと移っていく——–そこには A.N.
コルモゴルフ（1903－ 1987 ソ連）の提唱した公理主義的確率論が用意されていた．
これが、これまでの議論のすべてを包括し、確率論に数学の 1分野としての市民権を与える究

極の確率論として展開するのである．

■究極の確率論
20世紀になって，古典的確率論としては万策尽きたと思われる頃，数学全体の傾向として公

理主義という考え方が起こってくる．それは公理と呼ばれるいくつかの仮定を満足する一つの論
理体系として数学を扱うわけである.
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簡単な例でチョットだけ説明したい．乱暴だがおおむね次のような説明でよろしいか．たとえ
ば確率論でいえばまず標本空間 S を設定し，その部分集合である事象を ei とすると

S = {e1, e2, · · · · · · }

であるが，各事象 ei が起こる確からしさを表現するために，それぞれに負でない実数 pi を対
応させ，その和が 1であるように設定すると

p1 + p2 + · · · · · · = 1, pi ≧ 0

だが，このような負でない実数 pi を事象 ei の起こる確率とキメルのである．このとき事象A

がいくつかの ei で構成されるとき，その確率 P (A)は Aに属する要素 ei に与えられた確率の和
になっているものとする．確率をこのように定義してしまえば，もはや偶然とか無規則性とかに関
する直感とは何の関係もない——–確率とはこのような公理系を満たす量というだけのハナシに
なる．もちろん、これでは現実に合わない場合も起こるがそれはモデルの作り方の問題であって

確率論に責任はない．むしろ統計学の責任というわけだ——–この考え方からすればラプラスの

数学的確率も確率のモデルの 1つに過ぎないということになる．

実例で説明しよう．たとえば、2枚の硬貨を投げて表と裏が 1枚ずつ出る確率を求めるには，
まず，標本空間を

{（表，表），（表，裏），（裏，表），（裏，裏）}

と設定し，それぞれの標本点に確率として実数値 1
4
を対応させるとこれらの総和は 1で上記の

公理の設定条件を満たしている．そこで表と裏が 1枚ずつ出る事象 Aの起こる確率 P (A)は

P (A) = 1
4

+ 1
4

= 1
2

となる．そこで設定を少し違えた標本空間を作ってみよう．たとえば

{（2枚とも表），（1枚が表でもう 1枚が裏），（2枚とも裏）}

と設定してそれぞれの標本点の確率として実数値 1
3
を対応させるとこれらの総和はやはり 1と

なるから公理の設定条件を満たしている．したがって事象 Aの起こる確率 P (A)は

P (A) = 1
3

となって先に求めた確率と違ってしまった——–確率論としては両方を正しいとするのだ．
しかし，確率論はどちらがよりよく現実を反映しているかという判断には関知しない，それは

統計的判断にゆだねられる問題だというのである．
ここに述べた例でいえば十分な回数の実験を実行すれば後のモデルより先に述べたモデルが適

切であると判断されることになるであろう．
実際に標本空間やその上の確率を設定することはそう簡単ではないが，われわれの日常の教材

に取り上げられている素材は経験や直感により，現実とかなり近い理想的なモデルが選ばれてい

ると考えればよい——–モデルとその構造が問題ということになる．

さて，エピローグだが、このような議論は測度論という分野の必要性から発展してきたものら
しいが、わが確率論は大騒ぎのあげく、よくもチャッカリと然るべき所に落ち着いた——–そう
言われてみれば昔からそこにいたように見えなくもない．
ともあれそういうわけで，われわれとしては初学者らしく，安心して理想的なモデルの 1つで

あるラプラス的確率から大マジメに入って行けばよいのである．

———————————————————————————————————————–
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1.2.2 加法定理と基本的性質

まず，確率の基本的な性質を述べておく——–考え方の基本は集合なのでベン図など

を描いてみるとわかりやすい．

以下，標本空間を S と書くことにするがその理由は Ωより S のほうが字が打ちやす

いというだけのことだから気にすることはない．

確率の基本的性質

(1) 0 ≦ P (A) ≦ 1 (2) P (S) = 1, P (ϕ) = 0

(3) P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B) ←− 確率の加法定理！
特に、A ∩B = ϕのときは P (A ∪B) = P (A) + P (B)である．

(4) A ⫅ B ならば P (A) ≦ P (B) ←− 単調性！

(解説）標本点のどれが起こることも同様に確からしい標本空間 Sとその部分集合A,B

において，それらの標本点の個数を

n(S) = N, n(A) = a, n(B) = b

と表すと，確率の定義から (1)，(2)が説明される．すなわち

P (A) =
n(A)

n(S)
= a

N
, P (B) =

n(B)

n(S)
= b

N

である．しかも集合の包含関係でいえば A ⫅ S, B ⫅ S であるから

0 ≦ a ≦ N, 0 ≦ b ≦ N ∴ 0 ≦ P (A) ≦ 1, 0 ≦ P (B) ≦ 1

であるから、(1)については「問題ナシ！」とする．また，特別の場合として (2)を別

に分けて説明すれば

P (S) = N
N

= 1, P (ϕ) = 0
N

= 0

となるが、これもほぼ直感的に認めるところである．

(3)は n(A ∩B) = cとすると和の法則から

A B

A ∩B

Sn(A ∪B) = n(A) + n(B)− n(A ∩B)

= a+ b− c

が成り立つから，両辺を n(S)で割ると

P (A ∪B) =
n(A ∪B)

n(S)
= a+ b− c

N

= a
N

+ b
N
− c

N

= P (A) + P (B)− P (A ∩B)

特にA∩B = ϕのときは P (A∩B) = 0だから

P (A ∪B) = P (A) + P (B)

となる．

(4)は説明するまでもない．

これもベン図を描いて確かめておくとよい．

＜ end.＞
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＜メモ＞—————————————————————————————————————
■基本的性質から導かれる諸定理
上記の 3つの基本的な性質からいろいろな定理が導かれる．

(i) 余事象の定理

余事象の定理

P (A) = 1 − P (A) ←− 余事象の定理！

(解説)これはよく使われるからここで導いておこう——–ときには、ものものすごく有効！
上記の基本的性質 (3)で，A ∩B = ϕのとき

P (A ∪B) = P (A) + P (B)

であった．このとき B のかわりに Aとおくと A ∩A = ϕだから

P (A ∪A) = P (S) = 1 ←− A ∪Aは全体集合！

すなわち

1 = P (A) + P (A) ∴ P (A) = 1 − P (A)

となる．このように確率の演算は集合の演算に対応させて扱うことができる．

＜ end.＞

＜例 1＞
赤球が 5個，白球が 4個入った袋から 3個の球を取り出すとき，その 3球が同色である確率
を求めよ．また少なくとも 1球が白球である確率を求めよ．

(解)まず，標本空間は球はすべて区別するから同様に確からしい標本点の個数は 9C3 である．
このとき 3個が同色の場合は

A : 3球とも赤球， B : 3球とも白球
で求めるものは P (A ∪B)であるが，この場合 Aと B は互いに排反だから

P (A ∪ B) = P (A) + P (B)

= 5C3

9C3
+ 4C3

9C3
←− 赤球は 5個から 3個，白球は 4個から 3個トル！

= 1
6

また少なくとも 1球が白球という事象を C とすると，この余事象 C は 3球すべてが赤球 だか
らこれは上で求めた事象 Aのこと——–余事象の定理を使うのがよい．

P (C) = 1− P (C) = 1− P (A)

= 1− 5C3

9C3
= 37

42

これをマジメ（？）にやるには白球の個数，3個，2個，1個に注目して

4C3 × 5C0

9C3
+ 4C2 × 5C1

9C3
+ 4C1 × 5C2

9C3
= 4 + 30 + 40

84
= 37

42

となる．この程度の計算ならガマンできるが，場合によるとかなり大変なことになる——–余事
象の定理なら 1パツ ! 積極的に利用すべし．

一件落着！
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(ii)ド ·モルガンの法則
集合の演算に関するド ·モルガンの法則

A ∪B = A ∩B, A ∩B = A ∪B
の確率版である．

ド ·モルガンの法則

P (A ∪B) = P (A ∩B), P (A ∩B) = P (A ∪B)

(解説)ベン図を描いて標本点の個数に注目すればほとんど明らかである．
実例で計算を確認するにとどめる——–以下に例示する．

＜ end.＞

＜例 2＞
P (A) = 0.5, P (B) = 0.3, P (A∩B) = 0.2 のとき，P (A∪B), P (A∩B), P (A∪B)を求
めよ．

(解)本文の加法定理を用いて

P (A ∪ B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

= 0.5 + 0.3− 0.2 = 0.6

題意の事象 A ∩B は事象 B から事象 A ∩B の部分を除けばよいから

P (A ∩ B) = P (B)− P (A ∩B)

= 0.3− 0.2 = 0.1

最後は，まずド ·モルガンの法則，そして余事象の定理．

P (A ∪ B) = P (A ∩B) ←− ド ·モルガンの法則！
= 1− P (A ∩B) ←− 余事象の定理！
= 1− 0.2 = 0.8

一件落着！

———————————————————————————————————————–
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1.2.3 条件付確率と乗法定理

1.2.3.1 条件付確率

2つの事象 A, Bが与えられるとき，「Aが起こる」と「起こらない」に対して B

の起こる確率が違うときがある．

いま，Aが起こっていることがわかっているものとする．このときの B の起こる確

率を Aが起こる条件のもとに B の起こる条件付確率といい，PA(B)，または P (A|B)

で表す——–この記号に惑わされないで、記号の意味をシッカリわかってください．

条件付確率

Aを P (A) > 0の事象とするとき，任意の事象 B に対して

PA(B) =
P (A ∩B)

P (A)
←−条件付確率！

である．ただし P (A) \= 0とする．

(解説)冒頭に述べた定義を数式で表すと

A
B

A ∩B

S

PA(B) =
n(A ∩B)

n(A)
←−分母子を S(n)で割る！

=
n(A ∩B)/n(S)

n(A)/n(S)
=

P (A ∩B)

P (A)

である——–右のベン図で確かめるとよい．

証明は以上だが道具について説明しておこう．

上記の事象は Aについては”起こる”と”起こらない”の 2通り，B についても同

様だから，全事象を 2× 2 = 4通りに分けて考えることが基本になっている．

そういうことなら、いっそ円を 4分割して

A ∩B A ∩B

A ∩B A ∩B

上側：Aが起こる，下側：Aが起こらない

左側：B が起こる，右側：B が起こらない

のように取り決めると，より見通しがよい．

このような図をカルノー図という——–右図は円だが長

方形でもよい．ベン図もカルノー図も意味するところは同

じである．どちらも使い慣れておくとよい．

なお，条件付確率の場合も加法定理などの確率の基本的性質はそのまま成り立つ．

PC(A ∪B) =
P (C ∩ (A ∪B))

P (C)
(0 < P (C) ≦ 1)

=
P ((C ∩A) ∪ (C ∩B)

P (C)
=

P (C ∩A)

P (C)
+

P (C ∩B)

P (C)
− P (C ∩A ∩B)

P (C)

= PC(C ∩A) + PC(C ∩B)− PC(C ∩A ∩B)

など，ベン図を描くなどして確かめておくとよい．

＜ end.＞
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1.2.3.2 乗法定理

条件付確率で得られた公式の分母を払うことにより直ちに乗法定理が得られる．

乗法定理

P (A) > 0のとき

P (A ∩B) = P (A)PA(B) ←− まずA，その条件のもとにB ！

が成り立つ．

(解説)証明については問題ナシ．そこで実際の運用について解説をしておこう．

たとえば，10本のうち当りくじが 3本入っているくじ引きの例で考えることにする．

これを、もとにもどすことなく 2回引くものとする．このとき事象 A,B を

A : 1回目にあたる， B : 2回目にあたる

とするとき P (B)を求めるハナシである．

先に述べたベン図とカルノー図から次の表現 (文字式の部分)が読み込めるか．

P (B) = P (A ∩B) + P (A ∩B) ←− 加法定理！

= P (A)PA(B) + P (A)P
A
(B) ←− それぞれに乗法定理！

= 3
10
× 2

9
+ 7

10
× 3

9
←− だからこうなのだ！

= 3
10

となる——–はじめの 2行を記号で書くところがポイントなのだ．

＜ end.＞
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＜メモ＞—————————————————————————————————————
■樹形図
ベン図やカルノー図が確率を視覚的に理解するための補助手段であるのに対して，樹形図はそ

れを系列的に理解するための補助手段と見ることができる．
本文に述べた例を樹形図で表してみよう．

3
10

7
10

○

2
9

7
9

○ 3
10
× 2

9
= P (A)PA(B)

×

×

3
9

6
9

○ 7
10
× 3

9
= P (A)P

A
(B)

×

■確率の漸化式
一見，難しそうに見える確率の漸化式も加法定理と乗法定理の応用として本文に述べた

P (B) = P (A)PA(B) + P (A)P
A
(B)

に帰着させられる——–実例で説明しよう．

＜例 1＞
1，2，3，4，5のカードが 1枚ずつ計 5枚ある．この中からランダムに 1枚をとり，数字を
記録してもとにもどす操作を n回行うとき，それらの和が偶数である確率 pn を求めよ．

(解)まずは漸化式を導く．
n+ 1回までの数の和が偶数であるのは

(i) n回までの和が偶数のとき，n+ 1回目が偶数 2, 4

(ii) n回までの和が奇数のとき，n+ 1回目が奇数 1, 3, 5

であるから上記の数式に乗せればよい．
前掲のくじ引きの場合とほとんど同じだから樹形図を描くまでもなかろう．

pn+1 = pn × 2
5

+ (1 − pn) × 3
5

←− P (A)PA(B) + P (A)P
A
(B)と読め！

= − 1
5
pn + 3

5
←− 2項間漸化式の基本形！

そこでこの漸化式を解いて pn を求める．
上記の漸化式は

pn+1 − 1
2

= − 1
5

(pn − 1
2
) ←− 数列 {pn − 1

2
}は等比数列 !

と変形される.すなわち

pn − 1
2

= (− 1
5
)n−1(p1 − 1

2
)

= − 1
10

(− 1
5
)n−1

∴ pn = 1
2

− 1
10

(− 1
5
)n−1

一件落着！
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＜例 2＞
Aは 3個の球を，Bは 2個の球をもっている．いま 2人でジャンケンをして勝った者は負け
た者から 1個の球をもらう約束をとりきめる．ただし，引き分けのときは球のやりとりはない
ものとする．Aまたは Bが手もとに球がなくなるまでジャンケンを続けるとして Aが 5個の
球を得る確率を求めよ．

(解) A,Bのもっている球の個数を (Aの個数，Bの個数)として樹形図を描く．

(3, 2)

1
2

1
2

(4,1)

1
2

1
2

(5,0) ←−終了！

(3,2) ←− 最初と同じ（以下の確率は p ）！

(2,3) ←− Aと B との球の数が最初と逆転（以下の確率は 1− p ）！

これらの関係を数式で表すと

p = 1
2
× 1

2
+ 1

2
× 1

2
× p+ 1

2
× (1− p) ∴ p = 3

5

となって一件落着！
あるいは Aに注目して球を i個もっている状態から 5個をもつ確率を pi としよう．この状態

になるのは球を 1個もらってなるか，1個とられてなるかの場合だから

pi = pi+1 × 1
2

+ pi−1 × 1
2

( i = 1, 2, 3, 4 )

iを代入してできる 4本の等式に p0 = 0, p5 = 1 を入れると

2p1 = p2, 2p2 = p3 + p1, 2p3 = p4 + p2, 2p4 = 1 + p3

求めるものは p3 だから前 2本から p1 を消去，あとの 2本から p4 を消去，さらにそれらから p2
を消去すれば p3 が得られる．まあいろいろな方法があることがわかればよい．

一件落着！
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■原因の確率 (ベイズの定理)——–加法定理と乗法定理の応用

条件付確率を用いて表現する確率でおもしろいテーマのものがある．それはある事象が起こっ
たとき，その事象の原因の確率を問うもので，ベイズの定理とも呼ばれている．
たとえば本文の例でいうと，2回目に当たったのだが，さてその内で 1回目に当たっている確

率はどうかという問題である．数式で表すと

PB(A) =
P (B ∩A)

P (B)

=
P (A ∩B)

P (B)
=

3
10
× 2

9
3
10

= 2
9

のことである．しかしこれだけではおもしろいことはまだわからない．実例で説明しよう．

＜例 1＞
同一の製品を作っている 3つの機械 A,B,Cがある．
A,B,Cは全製品のそれぞれ 30％，20％，50％を生産しているが，これらの機械が不良品を
作る確率はそれぞれ a％,b％,c％であるとする．
いま，全製品の中から 1個の製品をとり出したときそれが不良品であったという．この製品
が Aの機械から作られた確率を求めよ．

(解)製品が機械 A，B，Cで作られたという事象をそれぞれ A,B,C とし，不良品であるという
事象を E で表すと，まずとり出した製品が不良品である確率は

P (E) = P (A ∩ E) + P (B ∩ E) + P (C ∩ E)

だが，これらのそれぞれは乗法定理により

P (A ∩ E) = P (A)PA(E) = 30
100

× a
100

= 0.003a ←− Aからの不良品である確率！

P (B ∩ E) = P (B)PB(E) = 20
100

× b
100

= 0.002b ←− Bからの不良品である確率！

P (C ∩ E) = P (C)PC(E) = 50
100

× c
100

= 0.005c ←− Cからの不良品である確率！

これより不良品全体の確率は

P (E) = 0.003a+ 0.002b+ 0.005c

また，求めるものは PE(A)のことだがこれは

P (A ∩ E) = P (E ∩ A) = P (E)PE(A) · · · · · · · · · · · · · · · (∗)

であるから求める確率は

PE(A) =
P (A ∩ E)

P (E)

= 0.003a
0.003a+ 0.002b+ 0.005c

= 3a
3a+ 2b+ 5c

となる．もちろんこれで正解だが，しかしここでチョット違和感はないか．
つまり問題文に述べている認識の順序は

(i) まず，不良品であることがわかる．
(ii) それがどの機械から作られたか．

ということなのだが，これを (∗)の P (E)PE(A)のように書いたのでは式変形で同じになって
も意味が違ってしまうのではないかということ——–結論から言うとこれでよい！
この時間的な順序は無視してよいのである．それは，それが不良品であるという事実がわかっ

たとき，すでにそれがどの機械から作られたものかが決まっているからである．
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そこで改めて正面から時系列にしたがって
A ∩ E

A ∩ E

B ∩ E

B ∩ E

C ∩ E

C ∩ E

(i) まず，どの機械から作られたか．
(ii) それが良品か不良品か．

で分けると 6 (= 3× 2)個の排反である部分集合に分かれる．
上に述べた説明はそのような認識のもとに

(A ∩ E) ∪ (B ∩ E) ∪ (C ∩ E)

を新しい標本空間としてとり直していると考えればよい．
余談だが教室で 3つの機械 A,B,Cを 3つの予備校 S，K，Yと置き換えて解説をしたら大ウ

ケにウケタことを報告しておこう．
違和感を解消するためにもう 1つ例をあげておく．

一件落着！

＜例 2＞
5回に 1回の割合で帽子を忘れる癖のある K君が正月に A，B，Cの 3軒を順に年始まわり
をして家に帰ったとき，帽子を忘れてきたことに気がついた．2番目の家 Bに忘れてきた確率
を求めよ．

(解)まず，帽子を忘れた確率を求めなければならないが

Aに忘れた確率： 1
5

←− 1軒あたり 1
5
で忘れる！

Bに忘れた確率： 4
5
· 1
5

←− Aに忘れず Bに忘れた！

Cに忘れた確率： 4
5
· 4
5
· 1
5

←− A，Bに忘れず Cに忘れた！

であるから，求める確率 P は

P =

4
5
· 1
5

1
5

+ 4
5
· 1
5

+ 4
5
· 4
5
· 1
5

= 20
25 + 20 + 16

= 20
61

一件落着！

————————————————————————————————————————
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1.2.3.3 事象の独立

前掲のくじ引きの例で説明しよう．

PA(B) = 2
9
, P

A
(B) = 3

9
= 1

3

であった．これは 2回目にこのくじを引く人としては，1回目に当たりくじが出たとい

う情報が入ったときはヤバイと思うだろうし，1回目にはずれくじが出たという情報が

入ったときはシメシメと思う心情を反映していてわかりやすい．

このとき，このゲームの約束を変更して 1度引いたくじをもとに戻してから次回のく

じを引くことにすると

PA(B) = 3
10

, P
A
(B) = 3

10

となり，PA(B) = P
A
(B)が成り立つ．これはBの起こる確率はAの起こる，起こ

らないに関係がないことを意味しており，もとに戻さない場合とは決定的に違ってい

る——–以下にまとめておく．

事象の独立と乗法定理

2つの事象 A,B があって，0 < P (A) < 1, 0 < P (B) < 1のとき

PA(B) = P
A
(B) ←− A,Aによらない！ · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (∗)

が成り立つならば事象Aと事象B は独立であるといい，このとき

P (A ∩B) = P (A)P (B) ←− 独立事象の乗法定理！

が成り立つ．また，独立でないとき，事象Aと事象B は従属であるという．

(解説)まず，上記の (∗)が成り立つとき，それが P (B)に等しいことを示しておく．

P (B)はすでにオナジミの公式により

P (B) = P (A)PA(B) + P (A)P
A
(B) ←− PA(B) = P

A
(B)

= P (A)PA(B) + P (A)PA(B)

= { P (A) + P (A) } PA(B) ←− P (A) + P (A) = 1

= PA(B)

そこで乗法定理にもどってこれを代入する．

すなわち

P (A ∩B) = P (A)PA(B) ←− PA(B) = P (B)

= P (A)P (B)

これを独立事象の乗法定理という——–なかなか重宝な公式である．

＜ end.＞
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＜メモ＞—————————————————————————————————————
■独立であることの確認

2つの事象A,B が独立であるということは，日常用語のレベルでの”関係がない”とか”エ
イキョウがない”とか何となく漠然としたハナシではない．そこから 1歩踏み込んで，本文に示
した等式

PA(B) = P
A
(B) = P (B)

が成り立つかどうかによってのみ決まることがらであり，ここで用いられている独立という概念

は数学の，しかも確率という分野においてのみ用いられる特別の用語である と思ってもらいた

い．
要するに事象Aと事象 B とが独立であることを示すには

PA(B) = P
A
(B), PA(B) = P (B), P

A
(B) = P (B)

のうちどれか 1つが成り立つことを示せばよく，一般には第 1式，または第 2式を示すとよい．
また，独立事象の乗法定理

P (A ∩ B) = P (A)P (B)

が与えられるときは，両辺を P (A)で割ると

PA(B) =
P (A ∩B)

P (A)
= P (B) ←− 第 2式が導かれた！

また，第 3式も

P
A
(B) =

P (A ∩B)

P (A)

=
P (B)− P (A ∩B)

1− P (A)
←− P (A ∩ B) = P (A)P (B)

=
P (B)− P (A)P (B)

1− P (A)

=
P (B){1− P (A)}

1− P (A)
= P (B)

さらに上記の乗法定理がAとB について対称であることに気がつけば，これらA,B を入れか
えたものがすべて成り立つことも明らかである——–なかなかおもしろいではないか．

事象の独立を実際に数値で確認するための問題を 1つあげておく．

＜例 1＞
さいころの 1の目から k(1 ≦ k ≦ 5)の目までを赤く塗り，(k + 1)の目から 6の目までを白
く塗る．このとき，偶数の目が出る，赤い目が出る，という 2つの事象をそれぞれ A,B とし
て，事象 Aと事象 B が独立であるときの k の値を求めよ．

(解) k の値の 1つ 1つに対して PA(B)と P (B)の値を求め，等しくなる場合を拾えばよい．
数値を表にまとめると

k 1 2 3 4 5

PA(B) 0 1
3

1
3

2
3

2
3

P (B) 1
6

2
6

3
6

4
6

5
6

であるから求める値は k = 2, 4である．
この問題でもわかるように事象の独立という概念は 1つのさいころを振る場合でも考えられ

る．あとで述べる試行の独立とは違うハナシだから混同してはならない．

一件落着！
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＜例 2＞
事象 A,B が互いに独立のとき，次の事象も互いに独立であることを示せ．

(1) Aと B (2) Aと B (3) Aと B

(解) どれも同じようにやれるので (3)を証明しておく．

P (A ∩ B) = P (A ∪B) ←− ド ·モルガンの法則！
= 1− P (A ∪B)

= 1− {P (A) + P (B)− P (A ∩B)}
= 1− P (A)− P (B) + P (A)P (B)

= {1− P (A)}{1− P (B)}

= P (A)P (B)

すなわち 2つの事象 Aと B は独立である．

一件落着！

————————————————————————————————————————

57



1.2.4 独立試行の定理

たとえば、さいころを2回振るとしよう．このとき1回目にどの目が出るかということ

と 2回目にどの目が出るかということにまったく因果関係がないことはほぼ直感的に

認めるところである．このようなとき，この 2つの試行は独立であるという．

さて，このさいころを 1回振るという試行の内容は，たとえば

A：1の目が出る A：1以外の目が出る

のような排反な事象で構成されていると見る事ができる．

そこでこのさいころを 5回振ってみよう．その結果，Aが 2回，Aが 3回起こるとす

るとその場合の確率を求めるにはどうすればよいか．

それにはまず

1
6
× 1

6
× 5

6
× 5

6
× 5

6
=
(
1
6

)2 ( 5
6

)3
←− 乗法定理！

しかし，5回のうちのどの 2回にAが起こるか．どの場合についても上記の確率が計算

されるわけだから、それらすべてを加算しなければならない．

したがって、この確率は(
1
6

)2 ( 5
6

)3
× 5C2 = 5C2

(
1
6

)2 ( 5
6

)3
←− 加法定理！

この考え方を一般化して次の定理が得られる．

独立試行の定理

1回の試行における事象 Aの起こる確率が pである独立試行でその試行を n回

繰り返すとき，r回だけ Aが起こる確率は

P r = nCr prqn−r (r = 0, 1, 2 · · · · · · )

である．ただし q = 1− pとする．

(解説) 上記の Pr はAがちょうど r回起こる確率であるが，少なくとも r回起こる確

率を求めるには

nCrp
rqn−r + · · · · · ·+ nCnp

nq0 =
n∑

k=r

nCkp
kqn−k

を計算すればよい．また 2項定理を利用すると
n∑

k=0

nCkp
kqn−k = nC0p

0qn + nC1p
1qn−1 + nC2p

2qn−2 + · · · · · ·

· · · · · ·+ nCrp
rqn−r + · · · · · ·+ nCnp

nq0

= (p+ q)n = 1 ←− p + q = 1

だが，Aが 0回 (1回も起こらない)から n回 (毎回起こる)までの確率をすべてたすの

だから，その確率が 1になるのはアタリマエである．

＜ end.＞
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＜メモ＞—————————————————————————————————————
■ベルヌーイの功績
この定理のように，毎回の試行が起こるか，起こらないかのどちらかで，その確率が各回とも

に一定で等しく，そして独立である試行を独立試行、またはシンプルに反復試行とか重複試行

と呼ぶこともある．

そして、この数理現象から大数の法則を発見したベルヌーイの功績にちなんでベルヌーイ試行，
この定理をベルヌーイの公式などと呼ぶこともある．
これは、統計の入り口で学ぶことになる二項分布の根拠を支える重要な定理である．詳しいこ

とはここで触れるヒマはないが、とりあえず「ベルヌーイに礼！」としておこう．

■独立試行の実際
これは実例で説明する．
＜例 1＞
4個の答の中から 1個を選択する問題が 10題ある．これをランダムに選択して答えるとき，
正解が r 題となる確率を Pr とする．Pr が最大となる r の値を求めよ．

(解) 何だか受験生としては身につまされるテーマだがこれは最大確率を求める典型的な問題で

ある．

Pr = 10Cr

(
1
4

)r ( 3
4

)10−r

はまあ問題なし．この先どうする——–Pr が r の増加とともに増えるか，減るか！
それには Pr+1 と Pr の大小に注目する．ここでは、どちらも正整数の積，または商で構成さ

れているので約分を期待して比をとって 1との大小を比較する．

Pr+1

Pr
=

10Cr+1

(
1
4

)r+1 ( 3
4

)9−r

10Cr

(
1
4

)r ( 3
4

)10−r = 1
3
· 10Cr+1

10Cr

= 1
3
·

10!
(r + 1)! (9− r)!

10!
r! (10− r)!

= 1
3
· 10− r

r + 1
> 1

∴ 10− r > 3(r + 1) ∴ r < 7
4

= 1.75

すなわち

P0 < P1 < P2 > P3 > P4 > · · · · · · · · · · · ·

で，Pr が最大となる r の値は r = 2であることがわかる．

＜考察＞ なぜ「ワリザン」か

上記では Pr+1 と Pr の大小を比較するのに「ワリザン」を実行して
Pr+1

Pr
と 1との大小比

較で処理をした．ふつう、大小比較というと「差をとれ！」と習つているはずである．

共通因数でくくって最終的には正、負を調べるだけだから大した手間ではない．もちろんそれ
でもよい．しかし、ここで扱う Pr+1 と Pr はともに正の数で、しかも、それぞれが整数の積のカ
タチで表されているから、共通因数でくくって係数を残すよりは「ワリザン」でバッサリ約分

して消えてもらう方がスッキリするし、間違いも少ないはずである．

上記の例の程度なら、まあどちらでもよいが、場合によるとヒドイ目に合うときもあるから普
段から細心の注意をしておくのがよいだろう——–念のため！

一件落着！
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＜例 2＞
点 Pは x軸上の原点から出発し，さいころを振って 1または 6の目が出れば x軸上を正の方
向に 1だけ進み，その他の目が出れば x軸上を負の方向に 1だけ進むものとする．
このさいころを繰り返し 3回振るとき点 Pが x = −1の位置にある確率を求めよ．

(解) この程度なら手作業で調べられなくもないが数式に乗せるとずっとスッキリする．
1または 6の目が p回，それ以外の目が q 回出るとすると

p + q = 3, (+1) × p + (−1) × q = −1 −→ p = 1, q = 2

ゆえにこの場合の確率は

3C1

(
2
6

) (
4
6

)2

= 3 ·
(
1
3

)
·
(
2
3

)2

= 4
9

この問題のように，さいころを振るなりしてある偶然にまかせて進むような進み方を乱歩などと
呼んだりもする——–いかにも酔っ払いが歩いているようで楽しい表現ではないか．
楽しいついでに、この乱歩を上記＜例 1＞に持ち込んでみよう——–減点法！ たとえば，1題

の正解に対して+10点，1題の間違いに対して−10点とする．
この約束の下に 60点を得る確率を計算するには正解と間違いの個数をそれぞれ x, y として

x + y = 10, (+10) × x + (−10) × y = 60 −→ x = 8, y = 2

ゆえに求める確率は

10C8

(
1
4

)8 (
3
4

)2

= 10C2 · 32

410

= 405
410

(410 = 10242 = 1048576)

となってかなり低い確率になってしまった——–まあこんなものか．さて、次はもっとおもしろ
いぞ．

一件落着！
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＜例 3＞
図の Aから Bまでの最短路を進むものとする．このとき次の 2つの条件下で Cを通る確率
を求めよ．
(1) Aから Bまでの最短路の選び方がすべて同様に確からしいとするき．
(2) 分岐点 (たとえば Pは分岐点だが Qは分岐点ではない)にきたとき，硬貨を投げて表が出
れば右，裏が出れば上に進むと決めるとき．

(解) (1)と (2)との違いがわかるかな．ナント，同じルートを通っても確率が違うのだ．

(1) Aを出発して右へ 7区画，上に 4区画，合計 11区画進んで Bに到達する場合の数が最短路
の総数であるから、これを標本空間の個数にとればよい．
そこで、それぞれの個数を調べると

A

B

C

PA

Q

n(A→ B) = 11C4

= 11 · 10 · 9 · 8
4 · 3 · 2 · 1 = 330

n(A→ C) = 6C2

= 6 · 5
2 · 1 = 15

n(C→ B) = 5C2 = 10

ゆえに求める確率は

P1 = 15× 10
330

= 5
11

(2) はここのテーマ，独立試行の問題である．
この進み方で Cに達するには右へ 4区画，上に 2区画，合計 6区画だけ進むことになるが，

新しい区画に進むとき硬貨を投げる約束だから 6回投げて 4回が表，2回が裏のとき Cを通る．

したがって求める確率は

P2 = 6C4

(
1
2

)4 ( 1
2

)2

= 15
26

= 15
64

である．

＜考察＞ 確率の基本——–何が「同様に確からしい」のか

本問で、(1)と (2)は同じ図 (同じルート)だが結果がちがっている——–なぜか．そのちがい
について説明しておかなければなるまい．

(1)はルートの 1本 1本が「同様に確からしい」と考えている．そしてその数え方も「順列」
あるいは「組合せ」のところで詳しく書いた．
ここでは (2)を説明する．大体、(2)の計算で求めたものは Aから Cに達する確率である．こ

のあとはどうなるのか．実は Cに到達したものは必ず Bに行き着くからあと Bまでの確率は 1

なのである——–もう少し詳しく説明しよう．
それは、確率の推移を図示するとわかり易い——–まず図を見てもらいたい．その計算の基本

原則は，ある点に注目するとき

(i) その点に至る確率：
→方向と ↑方向からの確率の和！

(ii) その点から移動する確率；

→方向へ 1
2
, ↑方向へ 1

2

として計算結果を各交差点に記入していく．

ただし、一番右のラインにきたものは上に進み、一番上のラインにきたものは右に進むこと
になっているから、この確率はそれぞれ 1としておく．そうすると、その結果はすべてが一目瞭
然である．
図は Aから Cに至るそれぞれの交差点での確率の推移だが，Cから Bについても同様にして

計算される．
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Cの確率を 1として、以下 Bに達

1 1
2

1
4

1
8

1
161

2
1
4

1
8

1
16

1
32

1
2

1
4

1
8

1
16

1
32

1
2

1
2

3
8

1
4

5
321

4
1
4

3
16

1
8

15
64

1
4

1
4

3
16

1
8

5
64

1
8

3
16

3
16

5
32

15
128

1
4

3
8

3
8

5
16

15
64

1
8

3
32

3
32

5
32

15
128

A

C

する確率が確かに 1となることを図を
描いて確かめてみるとよい．
最後に (1)と (2)で結果が違うこ

とに注目してもらいたい．このことは
何を意味するか．
それは何を同様に確からしいとす

るかによって結果が違うということで

ある．つまり、(1) では経路の 1 本 1

本について「同様に確からしい」とし
ているのに対して、(2)では各交差点
で右に進むか上に進むかを「同様に確
からしい」と見ているわけである．
そして、どちらが現実的かという問題はまた別のハナシである．確率とはトウゼンそういうも

のとして理解しておかなければならない．

一件落着！
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■再び試行の独立——–その正式な定義

本文のイントロではさいころを 2回振るという例を引いて，この 2つの試行の結果に因果関係
がないことを，ほぼ直感的に認めた上で独立試行のハナシを展開してきた．
しかし，実を言うとこれはまだ独立というコトバを日常用語のレベルで用いたに過ぎない．独

立という数学的概念をキチンと説明したことになってはいないのである．
それを踏破するにはあと一踏ん張りしなければならない．少し難しい内容だがここでちょっと

ガンバっておくことにする．いまからその説明を試みるが，さてその基本の考え方は

2つの試行を 1つの試行と考える

ことである．それには直積 (直積集合)の考え方を導入する．
なるべくシンプルなモデルで説明したいので，先にとりあげたさいころを 2 回振る例でいこ

う．たとえば，事象 A,B を

A : 1回目に 2の倍数の目 {2, 4, 6}が出る
B : 2回目に 3の倍数の目 {3, 6}が出る

として 1回目と 2回目の試行が独立であることを数学としてはどう表すか．
まず，1回目と 2回目が別々の試行に見えるがこれを 1つの試行に構成したい．それらは

1回目の全事象：S1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
2回目の全事象：S2 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

だから，S1 から 1つの数字を選び，S2 からも 1つの数字を選んで順序対 (ペアの組)を作って
これを根元事象とする全体集合 S の要素ををすべて書き挙げてみると、S は S1 と S2 の直積と
して与えられることがわかる (下表)．

(1, 1) (1, 2) (1, 3) (1, 4) (1, 5) (1, 6)

(2, 1) (2, 2) (2, 3) (2, 4) (2, 5) (2, 6)

(3, 1) (3, 2) (3, 3) (3, 4) (3, 5) (3, 6)

(4, 1) (4, 2) (4, 3) (4, 4) (4, 5) (4, 6)

(5, 1) (5, 2) (5, 3) (5, 4) (5, 5) (5, 6)

(6, 1) (6, 2) (6, 3) (6, 4) (6, 5) (6, 6)

すなわち

S = S1 × S2 ←− ”×”はカケルではなく S1, S2の直積 (集合)を表す！

次にA × S2(アミカケ部分), S1 × B(斜線部分)に注目して図をナガメルと

(A × S2) ∩ (S1 × B) = A × B ←−アミカケと斜線の共通部分！

ここでハナシをもとにもどすと，1回目と 2回目の試行はまったく何の因果関係もなく実行され
るから 2つの事象A × S2 と S1 × B は独立である．すなわち

P (A × B) = P ((A×S1) ∩ (S2×B))

= P (A×S1) · P (S2×B)

= P (A) · P (B) ←− P (A×S1) = P (A), P (S2×B) = P (B)

となるが，これでは記号だらけでわかりにくい．実際の数値を当てはめてみよう．上式の左辺は

P (A×B) = 3× 2
6× 6

= 3
6
× 2

6

だが，右辺の計算は

P (A×S1) · P (S2×B) = 3× 6
6× 6

· 6× 2
6× 6

= 3
6
· 2
6
←−それぞれの分母と分子の 6が約分された！

となって，P (A × B)を求めるには 1回目と 2回目を別々の 2つの試行と考えた場合のそれぞ
れの確率の積として求めればよいことが検証された——–このようなとき 2つの試行は独立であ
るというのである．
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また，ここでは n回の繰り返しの例を説明すれば足りるので 1回目，2回目のように同じ形の
試行を用いたが 1つはさいころでもう 1つはカードのような場合でも，全事象が直積で構成され
るものならば全く同様である．
ただし，A,B が異なる形の集合のときは 2つの集合 Aと B との直積集合 A×B と B×Aと

は同じ集合とは限らないから注意が必要である．

————————————————————————————————————————
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1.2.5 期待値

期待値は次のように定義される．

期待値

変量 X が x1, x2, · · · · · · · · · , xn のうちのどれか 1つの値をとり，X がそれらの

値をとる確率が p1, p2, · · · · · · · · · , pn であるならば

E(X) =
n∑

i=1

xipi (= x1p1 + x2p2 + · · · · · · · · ·+ xnpn)

をX の期待値という．ただし
n∑

i=1

pi (= p1 + p2 + · · · · · · · · ·+ pn) = 1 ←− 忘れやすいので注意！

(解説) 期待値の定義を数式で示せばこのようになるが，これだけでは何ともピンと来

ない．具体的な例で説明しよう．たとえば 10人のクラスで 5段階評価の成績をつけて，

次のような成績の分布表が得られたとする．

点数 1 2 3 4 5

人数 1 2 2 3 2

このとき，成績を確率変数（変量）X として確率分布表を作ると

X 1 2 3 4 5

P 1
10

2
10

2
10

3
10

2
10

であるから，上記の定義にしたがって期待値を計算する．すなわち

E(X) = 1× 1
10

+ 2× 2
10

+ 3× 2
10

+ 4× 3
10

+ 5× 2
10

=
1× 1 + 2× 2 + 3× 2 + 4× 3 + 5× 2

10
←− 平均点！

= 33
10

だが，この分子は総得点であるからこの計算結果は平均点に他ならない．

したがって、このクラスの 1人をランダムに指定するとき，その生徒の成績は実際

は 5点かも知れないし 1点かも知れないが、期待得点としては良くも悪くも平均点と

いうことを表している．

このように平均値は実際に起こったことがらについての文字通り平均値である．しか

し同じ数値であっても期待値はそういうことではない．

あくまでも、いまから起こるであろうことがらについて期待できる値のことである．

混同してはならない．

＜ end.＞
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＜メモ＞—————————————————————————————————————
■期待値の意味を実例で確認
本文によれば期待得点は平均点であった——–そこであと一歩踏み込んでおきたい，
＜例＞
さいころを 1回または 2回振り，最後に出た目を得点とするゲームを考える．

(1) 1回目に出た目を見て 2回目を振るかどうかを決めてよいとする. どう振るのが有利か．
(2) このゲームで 3回まで振ることができるとしたら 2回目，3回目を振るかどうかの決定は
どのようにするのが有利か．

(解) ゲームだからゲームらしく 1の目が出たら 1万円，6の目が出たら 6万円のように出た目に
対して賞金を出そう——–そうすればいくらか本気になれるかね．

(1) 1回目に 6が出たら 2回目を振ることはない．——–トウゼン勝ち逃げだ．
1の目が出たりすれば再起をかけて 2回目を振る——–もしかすると 2回目に 6が出て 6万円

を手にするこができるかもしれない．3とか 4とかの目が出たときがビミョウなのだ．

いま，仮に 1回目を振って 4の目が出たとしよう．まあまあのセンだとは思いつつも 2回目
を振れば 6万円がもらえるかもしれないという浅ましい考えが脳裏をよぎるからだ．
こんなとき，理性的な判断をするために 2回目を振ったらいくら期待できるかを知りたいと

思うだろう．そこで 2回目を振る前にその期待値 (1回分)を計算するのである．

1× 1
6

+ 2× 1
6

+ 3× 1
6

+ 4× 1
6

+ 5× 1
6

+ 6× 1
6

= 3.5

期待金額は 3.5万円ということだ——–手もとに 4万円あるのだから 2回目は振らないほうがカ

シコイのだ．まとめておこう．
1回目が 1，2，3なら 2回目を振り，4，5，6なら 1回目でやめる

というのが正しい判断である．

(2)になるとチョット難しい．たとえば，1回目を振って 5の目が出たとしよう．しかしあと 2回
も振れると思うとヤッパシ 6万円がちらつくだろう——–あと 2回振るときの期待値を計算しな

ければならない．それは次のように計算する．

3.5× 1
6

+ 3.5× 1
6

+ 3.5× 1
6

+ 4× 1
6

+ 5× 1
6

+ 6× 1
6

= 4.25

となる——–はじめの 3項に注目してもらいたい．
たとえば 1回目に 1の目が出たとしよう．このとき，1回だけ振りなおすことができるのだか

らトウゼン振りなおすのだが，そのときの確率変数は 1ではなくて、振りなおすときの期待値

3.5に置き換わるのだ．2, 3の目が出るときもあと 1回振るときの期待値 3.5よりも低いから振

りなおすことにより 3.5に置き換わる．かくして，あと 2回振るときの期待値は 4.25であるこ

とがわかる．以上の考察から
1回目が 1，2，3，4 なら 2回目を振り，5，6 なら 1回目でやめる
2回目が 1，2，3 なら 3回目を振り，4，5，6 なら 2回目でやめる

が正しい判断である．

＜考察＞「 1回分の期待値 3.5」はありがたい——–これを使わない手はない

1回分の期待値 3.5 を使わないでやるとすると、確率変数 1, 2, 3, 4, 5, 6 に対して 1回目

と 2回目の確率を計算しなくてはならない．ただし、1回目に 3.5より大きい 4, 5, 6 が出たと

きは当然 2回目は振らない——–以下にやっておく．

1×
(
3
6
× 1

6

)
+ 2×

(
3
6
× 1

6

)
+ 3×

(
3
6
× 1

6

)
+ 4×

(
3
6
× 1

6
+ 1

6

)
+ 5×

(
3
6
× 1

6
+ 1

6

)
+ 6×

(
3
6
× 1

6
+ 1

6

)
= 4.25

となり、チョッとヤッカイになる．

一件落着！

————————————————————————————————————————
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第2章 統計

この統計という分野は、今までの入試にとって主要な分野でもなかったが、今度の指

導要領では「データの分析」などというカタチで多少の専門用語も入って来ているので

チョッとは見ておきたい気分もある．

先輩諸氏によれば、特に医学部、経済学部などでは「やらせておいてほしい」という

意見も聞こえてくる．

したがって、そう深くではなくとも大体どういうことかということは知っておいた方

がよいだろう．

特に、平均、分散、標準偏差など、たとえば 2項分布でいえば

E(X) = np, V (X) = npq, σ =
√
V (X) =

√
npq

などの意味、それに正規分布についても多少知っておく方がよい．

と言ってもなかなかそうは行かないだろうから、君たちが最も興味のある偏差値や 5

段階評価のハナシを書いておいた——–これなら読んでみる気になるだろう．

まずは、身近の話題から 1点突破、次は全面展開だ．どう読めばよいかがわかるだろ

うと思う．

ちなみに、この部分は、拙著「確率・統計講義」の「第 2章統計」の基本概念の解説

部分を転用たが、著作権、版権については問題ありません．
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